
DOI: 10.11992/tis.201706076
网络出版地址: http://kns.cnki.net/kcms/detail/23.1538.TP.20171117.1136.002.html

增量极坐标编码的贝赛尔曲线智能优化算法
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摘    要：针对基于统计的隶属度函数确定方法进行了改进，使用贝塞尔曲线作为隶属度函数的上升或下降沿，使隶属

度函数可以经过统计结果规定的任意中间点。使用新的增量极坐标编码对贝塞尔曲线控制点进行表达，解决了传统

贝塞尔曲线优化中的控制点约束问题。采用差分进化算法对贝塞尔曲线控制点进行优化，可智能拟合经过任意点的

最佳贝塞尔曲线。算法可扩展到任意阶贝塞尔曲线，所得隶属度函数较非贝塞尔曲线方法更为合理。
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Intelligent optimized Bezier curves based on
incremental polar coordinate coding

XIAO Qin1，ZHANG Yongwei2，WANG Lei3
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Abstract: This study improves the method of determining the statistic-based membership function for membership func-
tion selection in fuzzy classification. Bezier curves are used as the ascendant or descendant edge of the membership
function, to ensure that the membership function goes through any arbitrary points stipulated in statistical results. The
control points of the Bezier curves are expressed by incremental polar coordinate coding, which solves the control point
constraint problem in optimization of traditional Bezier curves. In addition, the differential evolution algorithm is used
to optimize the control points of Bezier curves, and this can intelligently fit the best Bezier curve that goes through any
arbitrary point. Results show that the proposed algorithm can be extended to any order Bezier curve, and the obtained
membership functions are more reasonable than those of the non-Bezier curve method.
Keywords: membership function; bezier curves; differential evolution; curve fitting; optimization algorithm; fuzzy clas-
sification; fuzzy statistics; evolutionary algorithms

隶属度函数 M(x) 取值位于[0, 1]，用以表征 x
属于 M 的程度高低。隶属度函数常用于模糊评价

函数，其特点是评价结果不是觉得的肯定或否定，

而是用模糊集来表示。确定隶属度函数是模糊理论

在实际应用中的重要环节。目前构造隶属函数的方

法主要有：模糊统计法[1-2]、指派方法[3]、二元对比排

序法等[1]。然而，传统方法存在各种各样的问题[4-5]，

文献[6]对隶属度函数的不同确定方法原理进行了

详细阐述。其中，模糊统计方法较直观地反映了模

糊概念中的隶属程度，但其计算量较大，隶属度函

数精度直接受离散化的区间大小的影响；指派法受
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限于指派者的经验知识；二元比较法中如何实现个

体整体隶属度排序是难点，且二元比较法获得的隶

属度函数是离散表示的。为获得更符合客观实际的

连续隶属函数，文献[7]尝试通过最小二乘法来构建

隶属度函数，通过最小化误差的平方和找到一组数

据的最佳函数匹配，需通过试凑确定多项式的最佳

阶数；文献[8]提出采用抛物线作为隶属度函数的上

升或下降沿，但该方法可能出现局部隶属度大于

1 的情况；文献[9]采用贝塞尔曲线逼近方式，当曲线

的幂次较低时，该方法修改曲线的功能较弱，灵活

性受到限制；文献[10]设计了基于贝塞尔曲线理论

的备件需求模糊隶属度函数构建方法，此方法无需

事先假设隶属度函数的形态，简单易用、使用灵活，

但该方法中拟合误差最小的控制点选择方法是难

点。综上所述，使用贝塞尔曲线确定隶属度函数形

态，可以使曲线经过模糊统计结果规定的任意点，

且可以避免抛物线隶属度函数中隶属度大于 1 的情

况[11]。但是贝塞尔曲线的控制点选择是难点[12-13]：

1）对于经过给定点的贝塞尔曲线，控制点的选择并

不是唯一的；2）如果以贝塞尔曲线作为隶属度函数

上升沿或下降沿，则要求贝塞尔曲线必须为凸的，

这将对控制点的选择附加更多的约束，而文献[9-
10]均没有就这个问题进行讨论。对于高阶贝塞尔

曲线，最佳拟合问题本质上是多变量优化问题。差

分进化算法因其简单的结构和稳定的性能，在多变

量优化领域有着广泛的应用[14-15]。然而，在应用差

分进化算法求解最佳贝塞尔曲线控制点前，必须确

定控制点选择的标准，并解决控制点约束问题[16]。

本文采用拟合误差和控制点与目标点距离联合的

策略评价控制点，使给定目标点后最佳控制点唯

一。使用新的增量极坐标方案对控制点进行编码，

保证了所得贝塞尔曲线均为凸的，避免了硬约束方

案对计算资源的浪费。仿真结果证实了本方法的有

效性。

1   基于统计分析确定隶属度函数

在确定隶属度函数形态前，首先需要确定各隶

属度函数的区间。隶属度函数区间的划分有很多种

方法。以评价学生成绩为例，隶属度函数确定的原

则为使最终的分类满足规定的要求或者默认的满足

正态分布，即中间档次人数占主要。设论域，并以

优、良和差表示上的模糊集，为了确定每个模糊集

的隶属度函数，需要确定 5 个区间的边界 a、b、c 和

d（图 1）。
常见的划分方法有：

1) 基于距离的方法。将论域等距地划分，每个

区间长度为

max
i∈[1,n]

xi−min
i∈[1,n]

xi

5
(1)

式中 n 为样本数量。

[0.2,0.4,0.6,

0.8]

2) 基于分位数的方法。使用该方法，可以将每

个区间内的数据点数量划分为相同或不同的，具体

选择可根据所需分类结果的统计分布决定。若区间

内数据数量相同，则五区间分位数取为

。

[x̄− 3σ
√

n
, x̄+

3σ
√

n
]

x̄ σ2

3) 基于均值的方法。该方法以

为中心区间，然后使用方法 1 或 2 划分剩余的区

间。其中 为样本均值， 为样本方差。

[a,b]
a+b

2(
a,

a+b
2

)

在隶属度函数区间确定后，应根据区间内数据

的分布，进一步确定隶属度函数的形态。以区间

为例，该区间包含了模糊值“差”的下降沿和

“良”的上升沿。以区间中点 为界，如果在区间

中的数据较多，表明该区间内的数据总体

偏小，为了使数据的隶属度均衡化，则该区间内对

于“良”的隶属度应提升，对于“差”的隶属度应下

降。基于文献[8]中的方法，为使落入区间内的数据

隶属度满足上述要求，区间内隶属度的上升沿和下

降沿应经过下面的点：
(

a+b
2
,

s
s+ t

)
, 上升沿(

a+b
2
,

t
s+ t

)
, 下降沿

(2)

(
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a+b
2

) (
a+b

2
,b

)
式中：s 为 内的数据个数，t 为 内的

数据个数。区间内典型的函数形态有：

1) 直线型。直线型隶属度构成梯形隶属度函

数。显然梯形隶属度函数无法经过任意给定点。

2) z 函数或 s 函数。常见的 z 形下降沿函数：

f (x;a,b) =



1, x ⩽ a

1−2
( x−a
b−a

)2

, a ⩽ x ⩽
a+b

2

2
(

x−b
b−a

)2

,
a+b

2
⩽ x ⩽ b

0, x ⩾ b

(3)
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图 1    典型隶属度函数

Fig. 1    Typical membership functions
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由定义可知，该函数中心对称，意味着无法做

出凸形的下降沿函数，也无法做出过任意给定点的

曲线。

3) 抛物线。文献[8]提出采用抛物线作为隶属

度函数的上升或下降沿。同时指出，经过给定三点

的抛物线是唯一的。但是，过三点的抛物线可能出

现局部函数值大于 1 的情况，使得下降或上升沿非

单调，这对于隶属度函数是不允许的。

4) 贝塞尔曲线。贝塞尔曲线是光滑的连续曲

线，在工程与设计等领域有广泛应用[17]。贝塞尔曲

线可以在端点固定的情况下，通过调整控制点对曲

线形态进行细致的调整，且调整后的曲线仍然是连

续光滑的。有关贝塞尔曲线的详细介绍，可参考文

献[18]。

2   问题描述

贝塞尔曲线的一般参数公式为

B(t) =
n∑

i=0

(
n
i

)
Pi(1− t)n−iti (4)

B(t) Pi

P0 Pn P1 ∼ Pn−1 t ∈ [1,0]

式中： 为贝塞尔曲线上点的坐标向量， 为给定

点， 及 为端点， 为控制点， 为参

数。n 阶贝塞尔曲线有 n-1 个控制点。

为不失一般性，以求取过 3 个点的贝塞尔曲线

为例，对于二阶贝塞尔曲线有

B(t)=P0(1− t)2+2P1t(1− t)+P2t2 (5)
P0 P2 B (t)

P1

由于首末端点 和 固定，曲线上的点 由

控制点 和参数 t 决定。由此，可将确定过给定三

点二阶贝塞尔曲线的问题转化为
min∥B(t)−OP∥ (6)

OP式中 为给定的中间点。考虑到经过给定三点的

二阶贝塞尔曲线有很多种，为了使优化结果唯一，

可将式 (6) 改为
min∥B(t)−OP∥+w ·min∥P1−OP∥ (7)

意思为最小化拟合点与目标点距离的同时最小

化控制点与目标点的距离。其中 w 为第二部分的

加权值。

一般地，过 m 点的 n 阶贝塞尔曲线可通过最小

化式 (8) 确定：

min
m−2∑
j=1

∥∥∥B(t j)−OP j

∥∥∥ =
min =

m−2∑
j=1

∥∥∥∥∥∥ n∑
i=0

(
n
i

)
Pi

(
1− t j

)n−iti
j−OP j

∥∥∥∥∥∥ (8)

由于贝塞尔曲线必经过首末端点，对剩余的

m–2 个目标点，确定曲线需要 m–2 个不同的参数 t，
同时需要确定 n–1 个控制点，即 2n–2 个参数。共

计 2n+m–4 个参数需要优化。

3   基于差分进化算法的贝塞尔曲线控
制点优化方法

典型的差分进化变异操作为[19]

x′di =

 xd
r1+F(xd

r2+ xd
r3), r <CR∨d = rD

xd
r , 其他

(9)

r ∈ [0,1] d,rD ∈ [1,D] r1,r2,r3 ∈ [1,N] r1 ,

r2 , r3

x′di (xr1, xr2, xr3)

d = rD x′i

式中： ， ， 并且

，N 和 D 分别为种群规模和优化问题的参数

个数。 为根据随机选择的 3 个不同向量

经过强度 F 的差分运算得到的候选解，对向量中的

每一个元素，差分操作按照交叉概率 CR 随机发

生。 条件保证向量 中至少有一个参数发生

变异，rD 为每次变异前确定的随机数。当得到了候

选解时，差分进化算法使用贪心法则决定是否接受

候选解，即只接受有改善的候选解。在根据式

(9) 得到所有候选解之后，更新种群，并进行下一次

迭代，直到满足停止条件。

3.1    增量极坐标编码与解码方法

xi = [P1x,P1y, · · ·,Pn−1,x,Pn−1x,Pn−1y, t1, · · · , tm−2]

P0 ∼ Pn

P0 ∼ P3

P0→ A→ P3→ B

求解过 m 点的 n 阶贝塞尔曲线，所需优化的向

量为 。需

要注意的是，如果 个点组成的多边形为非凸

的，则相应的贝塞尔曲线也为非凸的。在本文背景

下，要求得到的隶属度函数上升或者下降沿为凸函

数。如图 2 所示，以两控制点的 3 阶贝塞尔曲线为

例，以 P0 和 P3 为曲线端点，P1 和 P2 为控制点。为使

由 P0 到 P3 的贝塞尔曲线为凸函数，由 构成

的多边形也必须为凸多边形。显然，如果希望得到

的曲线向上凸起，那么控制点的位置有诸多约束，

且后一个控制点的选择还取决于前一个控制点的位

置。传统的编码方案，一般选择 的

矩形区域进行搜索，该区域有大量解空间为不可行

解。如果使用简单的上下区间编码方案，则搜索效

率十分低下，且约束的判定十分复杂。
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图 2    两控制点贝塞尔曲线示意图

Fig. 2    Beizer curve with two control points
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为了使得到的控制点与首末端点组成凸多边

形，有如下两种方法：

1）将所有控制点合并为一点，这样首末端点与

控制点共同组成三角形，可保证所得曲线总是凸

的。进一步，如果该控制点位于矩形的上半部分，

则得到的贝塞尔曲线向上凸起，反之向下。

x = [x1, x2, · · · , x5]

α1

2）设计新的编码与解码方法保证搜索空间由凸

多边形构成。仍然以图 2 为例，使用类似极坐标的

方法对控制点进行编码。每个控制点需要角度和长

度两位进行表达，对于过 3 点的 3 阶贝塞尔曲线，

共需 5 位编码。所有编码的取值范围均为[0, 1]。
对任意的编码 ，x1 代表第一个控制

点角度 的编码。如图所示，对控制点 P1，有

α1 ∈ [0,arctan
P0y−P3y

P3x−P0x
] (10)

于是，有

α1=x1arctan
P0y−P3y

P3x−P0x
(11)

P0→ D1 P0→ D1

为了使任意[0, 1]之间的任意编码均满足约束，

令 x2 表示 线段的比例， 长度为

d(P0,D1) =
P3x−P0x

cosα1
(12)

d(P0,P1) = x2d(P0,D1)由此，有 ，进而得到 P1 笛

卡尔坐标：

P1x = P0x+ cosα1 ·d(P0,P1)
P1y = P0y− sinα1 ·d(P0,P1)

(13)

α2

α1

x = [x1, x2, · · · , x2n−2,

t1, t2, · · · , tm−2] ∈ [0,1]

至于控制点 P 2，可知 允许的角度范围是

P1 到 P3 的正切减去 ，以此类推，可得过 m 点 n 阶

贝塞尔曲线的解码方案。设有编码

，

αi=x2i−1

arctan
Pi−1y−Pn,y

Pn,x−Pi−1,x
−

i−1∑
j=0

α j

 , i ∈ [1,n−1] (14)

α0=0式中 。

d(Pi−1,Pi) = x2i
Pn,x−Pi−1,x

cos
∑i−1

j=0α j

(15)

Pi,x = Pi−1,x+d(Pi−1Pi)cos
i−1∑
j=0

a j (16)

Pi,y = Pi−1,x−d(Pi−1,Pi) sin
i−1∑
j=0

α j (17)

3.2    算法流程

x = [x1, x2, · · · , x2n−2, t1, t2, · · · , tm−2]

对于过 m 点的 n 阶贝塞尔曲线，使用贝塞尔曲

线的 n-1 个控制点和 m-1 个参数的编码组成向量

，使用式 (14)~(17) 解

码为控制点坐标，并使用式 (7) 评价候选解，使用差

分进化算法优化贝塞尔曲线控制点的算法流程如下：

x1 ∼ xN1）初始化种群内各向量 ，其中 N 为种群

规模。

2）对每个变量进行解码，并按照式 (7) 或式

(8) 计算每个向量的代价函数；

3）按照式 (9) 对种群进行交叉，生成同等规模

的实验向量，对实验向量解码，并按照 (7) 或式

(8) 计算每个向量的代价函数；

4）种群中相应的实验向量与旧向量进行比较，

如果代价函数更小，则用实验向量代替旧向量；

5）如果达到停止条件，则退出优化并显示结

果；否则返回 3)。

4   贝塞尔曲线上的隶属度确定方法

x→ t→ y

B(t)

Bx(t) x ∈ [min(Pix),

max(Pix)]

贝塞尔曲线为参数曲线，在根据起始端点和中

间点得到最佳控制点后，曲线形态唯一确定，但曲

线上的隶属度（即纵坐标）无法直接通过横坐标值

计算得出，必须通过 的方式确定。由式

(4) 可知，x 是关于 t 的 n 阶方程，随着曲线阶次增

加，方程求解将愈加困难。根据贝塞尔曲线的特性

可知，当参数 t 由 0~1 变化时， 沿由端点 P0 开始

沿曲线连续地移动到 Pn。因此，在[0, 1]之间，必存

在一个 t，使得 等于给定的横坐标

。据此可将确定给定横坐标 x 对应参数

t 的问题转化为式（18）最小化问题：

min
t∈[0,1]

(x−Bx(t))2 (18)

当贝塞尔曲线为凸时，该最小化问题是凸优化

问题，可通过基于梯度的优化算法求解。为了获得

较快的收敛速度，本文使用 BFGS 算法求解式

(18) 给出的最小化问题。BFGS 算法是由 4 位提出

者姓氏首字母（Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno）
命名的无约束数值最优化算法。BFGS 是一类准牛

顿算法，即通过近似而不是精确计算 Hessian 矩阵

来确定算法搜索方向及步长。由于快速的收敛性，

BFGS 算法广泛的应用于连续无约束优化问题中[20]。

BFGS 算法流程在各类数值优化教科书中均有述

及，不再赘述。通过优化式 (18) 得到给定横坐标

x 对应参数 t 后，可由式 (4) 求得对应的纵坐标，也

就是隶属度值。

5   算例

以某班级学生两门成绩为例，进行区间划分比

较，隶属度函数形态比较和各阶贝塞尔曲线之间的

对比。第一门课程成绩数据为{14, 90, 70, 80, 60,
66, 60, 36, 39, 76, 60, 33, 60, 81, 46, 65, 60, 40, 86,
84, 74, 80, 35, 47, 22, 65, 83, 26, 89, 37, 15, 81, 69,
41, 62, 1, 89, 33, 60, 91, 19, 0, 92, 65, 60, 68, 35, 89,
35, 64, 24, 71, 40, 35, 31, 40, 71, 46, 40, 40}。第二门
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课程成绩为{61, 94, 87, 74, 76, 87, 72, 66, 27, 79, 74,
74, 84, 84, 63, 69, 68, 60, 69, 98, 94, 72, 67, 72, 85,
84, 91, 79, 94, 87, 67, 73, 91, 41, 84, 21, 96, 89, 83,
97, 81, 71, 94, 66, 92, 94, 62, 76, 65, 84, 84, 92, 88,
72, 75, 65, 91, 83, 92, 79}。
5.1    实验 1

以距离、分位数、均值–距离、均值–分位数 4 种

不同方式划分区间。其中分位数法采用等分位数，

均值–分位数法使用中位数。划分区间如表 1。

表格中 a 表示对于“差”的隶属度为 1 的上限，

d 表示对于“优”的隶属度为 1 的下限。相应地，每

个区间内数据所占比例如表 2。

可以发现，在不同的课程中，基于距离的两类

方法均出现了某区间比例不均衡的情况。其中课程

一单纯的距离法大于 d 的区间，即对于“优”的隶属

度为 1 的比例占 25%，课程二此项比例更是达到了

46%。而在经过模糊评价后，占优的比例将更高，这

样的评价标准显然不符合需求。此外，课程–均值–
距离法中的[a, b]区间也存在比例过大的情况。相

对而言，单纯的分位数方法得到各区间比例基本相

等，这是由分位数的特性决定的。最后两个区间比

例不等是因为有相同的多个数据点。

5.2    实验 2
以均值–分位数得到的区间划分为基础，分别确

定梯形、抛物线和贝塞尔曲线的隶属度函数。贝塞

尔曲线使用 2 阶曲线，并采用差分进化算法求解最

佳控制点。所得隶属度函数如图 3 所示。其中左侧

为课程一的隶属度，右侧为课程二的隶属度函数。

a+b
2

c+d
2

图中圆圈代表隶属度函数需要穿过的点，该点

横坐标分别为 和 ，纵坐标则由该区间内数

据点分布决定。可以看出，除梯形函数外，抛物线

和贝塞尔曲线均穿过区间内给定的点。需要指出的

是，在本实验的两组数据下中，由于抛物线函数顶

点位于函数区间内，使得隶属度值超出[0, 1]范围。

如果采用截去超出部分的办法，相当于移动了分割

区间，进而导致数据分类的不准确。而贝塞尔曲线

则没有此类问题。

对比两门课程的隶属度函数可以发现，由于课

程二的平均成绩更高，故 3 种隶属度函数的上升沿

和下降沿均向右移动，且由于课程二的数据方差较

小，上升沿的与下降沿的区间都较窄。但不论采用

什么样的数据，本文所采用的方法均可以对数据集

作出合理的评价，使得最终的优良率保持一定的稳

定。最终的优良差比例如下：

 

表 1   4 种方法分隔点对比

Table 1    Separation points of four methods
 

课程 方法 a b c d

课程一

距离 18.40 36.80 55.20 73.60

分位数 35.00 43.50 64.50 80.00

均值–距离 22.60 45.19 63.84 77.92

均值–分位数 35.00 45.19 63.84 80.00

课程二

距离 36.40 51.80 67.20 82.60

分位数 67 74 84 91

均值–距离 46.18 71.36 83.27 90.63

均值–分位数 65 71.36 83.27 91

 

表 2   4 种方法各区间比例对比

Table 2    Proportion of intervals by four methods %
 

课程 方法 <a [a, b] [b, c] [c, d] >d

课程一

距离 7 20 18 30 25

分位数 18 22 20 18 22

均值–距离 10 30 18 20 22

均值–分位数 18 22 18 20 22

课程二

距离 3.3 1.7 17 32 46

分位数 18 18 20 20 24

均值–距离 5 23 28 20 23

均值–分位数 12 17 28 20 23

 

(a) 

(b) 

(c) 

1

0

a b c d

1

0

a b c d

1

0

a b c d

1

0

a b c d

1

0

a b c d

1

0

a b c d

 

图 3    3 种隶属度函数形态对比

Fig. 3    Comparison of three kind of membership functions
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5.3    实验 3
为了验证本方案在高阶贝塞尔曲线下的有效

性，以课程一数据为例，求解 2～5 阶贝塞尔曲线隶

属度函数。依据 3.2 节的描述，本例为过 3 点的贝

塞尔曲线求解问题，可以对 2～5 阶贝塞尔曲线分别

取长度为 3、5、7 和 9 的编码串代表曲线参数。由

于编码串无约束，可使用任意全局优化算法求解。

本实验采用差分进化算法求解贝塞尔曲线。选择

[a, b]区间的局部隶属度函数分别绘制 2～5 阶的贝

塞尔曲线如图 4。其中折线为连接起的控制点。

可以看出，各阶贝塞尔曲线均穿过了指定点，

并且保持凸形态，满足模糊评价所需的隶属度函数

要求。随着曲线阶数增加，曲线与控制点连接的折

线越发靠近。需要指出的是，对于作为隶属度函数

的贝塞尔曲线，二阶曲线已可以满足所有要求，而

高阶贝塞尔曲线的求解方法在其他领域可以得到更

好的应用。

6   结束语

本文在统计分析确定隶属度函数区间的基础

上，确定了使隶属度划分均衡化的区间内关键点，

使用贝塞尔曲线拟合区间起点、终点和关键点。提

出了以极坐标和线段比例为基础的增量式编码方案

表达贝塞尔曲线的控制点。编码统一为[0, 1]之间

的小数，方便任意全局优化算法的应用，具有普适

性。且任意[0, 1]编码都可以解码为满足约束的控

制点，解决了控制点选择的约束问题。本编码方案

可以简单的扩展至过任意点的任意阶贝塞尔曲线

上，具备良好的适应性。经过算例验证，所得隶属

度函数可以对不良分布的数据集进行正确的模糊分

类，同时避免了抛物线型函数隶属度大于 1 的情况。
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