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稀疏化的因子分解机

郭少成，陈松灿
（南京航空航天大学 计算机科学与技术学院，江苏 南京 210016）

摘    要：因子分解机 (简称为 FM) 是最近被提出的一种特殊的二阶线性模型，不同于一般的二阶模型，FM 对二阶项

系数进行了分解，这种特殊的结构使得 FM 特别适用于高维且稀疏的数据。虽然 FM 在推荐系统领域已获得了应

用，但 FM 本身并未显式考虑变量的稀疏性，特别当变量中包含结构稀疏信息时。因此，FM 的二阶特征结构使其特

征选择时应当满足这样一种性质，即涉及同一个特征的线性项和二阶项要么同时被选要么同时不被选，当该特征是

噪音时，应当同时不被选，而当该特征是重要变量时，应当同时被选。考虑到这种结构特性，本文提出了一种基于稀

疏组 Lasso 的因子分解机 (SGL-FM)，通过添加稀疏组 Lasso 的正则项，不仅实现了组间稀疏，还实现了组内稀疏。

从另一个角度看，组内稀疏也相当于对因子分解的维度 k进行了控制，使其能根据数据的不同而自适应地调整维度

k。实验结果表明，本文提出的方法在保证了相当精度甚至更优精度的情况下，获得了比 FM 更稀疏的模型。
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Sparsified factorization machine

GUO Shaocheng，CHEN Songcan
(College of Computer Science and Technology, Nanjing University of Aeronautics and Astronautics, Nanjing 210016, China)

Abstract: Factorization machine (FM) is a recently proposed second-order linear model. One of its main advantages is
that the interactions within it are factorized, making it suitable for data with high dimensionality and high sparsity.
Though FM has been applied in recommender systems, it fails to consider the sparsity of variables explicitly, especially
when the variable contains information on structural sparsity. Therefore, the process of feature selection should meet the
following requirements: the linear terms and second-order terms that share the same feature should be included or ex-
cluded at the same time; when the feature is noise, both should be excluded, otherwise, both should be included. Based
on the sparse structure described above, this paper proposes a sparse group lasso-based factorization machine (SGL-
FM). By adding sparse group lasso to the loss function, SGL-FM not only achieves sparsity between groups but also
within groups. From another point of view, sparsity within groups can be seen as a method of controlling the dimension-
ality of the factorization; therefore, SGL-FM chooses the best k automatically when faced with datasets with different
properties. The experimental results show that by applying the proposed method, under conditions of excellent precision,
a model with more sparsity than FM was obtained.
Keywords: factorization machine; sparsity; sparse group lasso; feature selection; recommender systems

线性回归模型因为其较好的泛化性能及相对简

单快速的求解方法而受到广泛关注，并已成为统计
机器学习中一类最基本的方法[1]。虽然上述线性模

型在现实中有广泛应用。但只有当问题的输入呈线

性关系时，它才会有较好的效果。另一方面，线性

模型本身缺乏对输入变量间关系的探索机制。由此
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自然地转向考虑含有二阶交叉项的线性模型 (此处

线性相对参数而言)。含有二阶交叉项的线性模型

考虑了输入特征间的相互关系。因此，当输入数据

的特征间呈非线性关系，特别是二次关系时，其性

能优于一般的线性模型。

推荐系统近年来广受关注[2]，广义上的推荐系

统就是给用户推荐物品的系统，它还可具体到一些

特定领域，如音乐、书籍等。推荐系统的主要任务

是根据用户的历史行为记录去预测用户未来可能会

购买的物品。从本质上说就是探索用户与用户间以

及用户与物品间的关系，也就是变量与变量间的关

系。针对推荐系统，最近 S. Rendle 等[3]提出了一个

新的二阶交叉项模型：因子分解机 (FM)。在 FM 中，

每个变量 xi 都对应着一个在隐空间的 k 维的向量

vi, xi 和 xj 的交叉项系数等于 xi 和 xj 的内积，当输入

数据非常稀疏时，一般的二阶交叉模型无法学习到

有效的交叉项系数。而 FM 分解了交叉项系数，这

个特性使得 FM 能学习到数据中隐藏的变量间相互

关系[3-4]。因此，FM 特别适用于稀疏数据。

ℓ2

ℓ1

ℓ1

ℓ1

虽然对交叉项系数进行分解能显著提升模型性

能，但当 k(因子分解维度) 较大时，FM 模型包含大

量参数，为了避免过拟合，常常需要对目标函数添

加正则化项。一种常用的正则化方法是添加 范

数。但是，对于高维数据，我们希望选出那些最具

判别性的特征。通常的做法是向目标损失函数添加

能够诱导稀疏解的正则化项，通过优化正则化的目

标函数来获得稀疏解。比如在线性回归中，向目标

函数添加 范数的正则项[5]，不仅能防止过拟合，还

能起到特征选择的作用。虽然， 范数能获得稀疏

解，但是，这种稀疏并不包含结构信息。在 FM 中，

其特征应当满足这样一种性质，即涉及同一个特征

的线性项和二阶项要么同时被选要么同时不被选，

当该特征是噪音时，应当同时不被选，而当该特征

是重要变量时，应当同时被选。而 范数不能利用

此先验结构信息。

Group Lasso(GL) 是 M.Yuan 等[6]基于 Lasso 提

出的用于对组变量进行特征选择的方法，与

Lasso 不同的是，GL 能同时选择或者不选组内的所

有变量。首先根据先验知识将变量按照相关性划分

为不同组，从聚类角度看就是将同类变量划分为同

组，不同类变量划分为不同组。在 FM 中，将关于特

征 xi 的线性项系数 ωi 和其在隐空间的特征表示向

量 vi 分在同组中，这样，GL 就能保证当 xi 是噪音

时，ω i 和 v i 同时不选，反之，则同时选择。虽然

GL 能实现这种结构稀疏，但是，对于选中的组，并

不是所有特征都是有用的。因此，GL 的使用有非

常大限制，有必要继续选择组内重要的特征。

Simon 等[7]在 GL 的基础上提出了基于 Sparse
Group Lasso（SGL）的线性回归模型。与 GL 相同的

是它们都对变量进行分组，与 G L 不同的是 ,
SGL 在 GL 的基础上，继续选择组内重要特征。 因
此，SGL 能同时实现组间稀疏和组内稀疏, 而 GL 只

实现了组间稀疏。SGL 结合了 Lasso 和 GL 的优

点，当待求变量存在结构稀疏信息时，仅使用

Lasso 会丢失结构信息，而仅使用 GL 又会导致求得

冗余的解。基于上述事实，SGL 既保留了 GL 的结

构信息，又具有 Lasso 的高效特征选择的能力。

从另一角度看，当输入的数据非常稀疏而 k选

择较大值时，FM 容易过拟合。此时，SGL 的组内稀

疏能通过特征选择控制 k的大小。而且，不同的特

征由于重要程度的不同，其对应的分解向量 v 的维

度也应当不同，所以，组内稀疏在一定程度上通过

特征选择对不同维度特征自适应了最优的 k值。

当前虽然已有一些关于 FM 的研究，如 Math-
ieu 等[8]在 FM 的基础上进一步提出了高阶因子分

解机 (阶数≥3)，M. Li 等[9]提出了分布式的 FM 以及

W-S CHIN 等[10]提出了针对二类分类问题的 FM 的

优化算法并将其并行化。但是，它们并没有探索 FM
的稀疏化机制。本文首次针对 FM 的二阶特征结构

提出了 SGL-FM，而且，本文的方法也可以直接推广

到高阶的 FM 中以探索高阶 FM 的稀疏化机制。

1   因子分解机

1.1    目标函数

FM 的基本模型如下：

ŷ(x) = ω0+

p∑
i=1

ωixi+

p∑
i=1

p∑
j=i+1

< vi,v j > xix j (1)

式 (1) 也可变形为

ŷ(x) = ω0+

p∑
i=1

ωixi+
1
2

k∑
f=1

((
p∑

i=1

vi, f xi)2−
p∑

i=1

vi, f
2xi

2) (2)

FM 的目标函数如下：

argmin
ω,V

n∑
i=1

ℓ(ŷi,yi)+λ1||ω||22
+λ2||V||F 2 (3)

ℓ(ŷi,yi) ŷi

λ1 λ2

式中： 表示第 i 个样本的损失， 是预测的标

号值，yi 是样本的真实标记， 和 均为控制模型复

杂度的超参数。FM 用于回归问题时通常采用最小

平方损失函数，因此有

ℓ(ŷi,yi) = (ŷi− yi)2 (4)
1.2    优化方法

目前已经有多种基于迭代的优化算法被提出用

于优化 FM，如 MCMC, ALS[12]等。其中最常用的是

随机梯度下降法（SGD），即每次随机选取一个样本
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计算损失函数关于变量的梯度，之后用梯度更新待

求变量，如此迭代便可优化目标函数。

Θ Θ假设 为所有待求参数的集合，而 θ表示 的分

量，θ可以是 ω0、ωi 或者 Vij，则在第 t+1 时刻的更新

公式为

θt+1 = θt −η( ∂
∂θt
ℓ(ŷ(xi|Θt),yi)+2λθt) (5)

式中：η是学习率，表示每次梯度更新的步长。对于

最小平方损失函数有:
∂ℓ(ŷ(xi|Θ),yi)

∂θ
= 2(ŷ(xi|Θ)− yi)

∂ŷ(xi|Θ)
∂θ

(6)

将式 (2) 对各个参数求导可得[12]：

∂

∂θ
ŷ(x) =


1, θ = ω0

xi, θ = ωi

xi(
∑

j=1x jv j, f − xivi, f ), θ = vi, f

(7)

基于式 (5)~(7), 即可根据给定的样本计算损失

函数关于变量的梯度。

2   基于 SGL 的因子分解机

2.1    目标函数

本文通过对损失函数添加 SGL 的正则项以期

望得到含有结构稀疏性质的解向量, SGL-FM 的目

标函数如下:

argmin
ω,V

n∑
i=1

ℓ(ŷi,yi)+λ1

p∑
i=1

∥∥∥∥∥∥ ωi

vi

∥∥∥∥∥∥
2

+λ2

p∑
i=1

∥∥∥∥∥∥ ωi

vi

∥∥∥∥∥∥
1

(8)

vi(1 ⩽ i ⩽ p)∥∥∥[ωi vi]T
∥∥∥

2 ∥∥∥[ωi vi]T
∥∥∥

1

ℓ2、ℓ1

式中：将 ωi 和 分为一组，共分为 p组，其

中 表示同时选择或同时不选 ωi 和 vi，实现

了组间稀疏。 表示对选中的 ωi 和 vi 进一

步进行特征选择，实现了组内稀疏，而组内稀疏也

相当于对各个维度自适应选择最优 k值。值得注意

的是， 范数均非光滑，且损失函数非凸。因此，

目标函数非凸非光滑，而 FM 的目标函数非凸但光

滑，因此，优化式 (8) 具有更大的挑战 ,  不能照搬

FM 的优化方法。在下一节中，我们给出优化该目

标函数的有效算法。实验结果也表明，该算法能有

效收敛。

λ1 = 0 ℓ1

λ2 = 0

式 ( 8 ) 还包括了另外两个稀疏化模型，当

时，目标函数只有 项，简记该模型为 L1-
FM。当 时，目标函数仅有 Group Lasso 项，简

记该模型为 GL-FM。

2.2    优化方法

ℓ2 ℓ1

因为 L1-FM 和 GL-FM 均为 SGL-FM 的特例，

给出 SGL-FM 的优化方法后，L1-FM 和 GL-FM 的

优化方法可以直接得到，因此本文仅关注 SGL-
FM 的优化。FM 可以使用 SGD 算法优化，但是在

SGL-FM 中，由于 范数和 范数在零点不可微，虽

然也可利用次梯度的方法迭代。但是，直接利用次

梯度迭代很少能使变量达到不可微点[11]，也即很少

会得到含有零元素的解向量，而在很多情况下零点

才是目标函数的局部最小点。从另一个角度看，稀

疏解能够体现目标变量的结构信息。使用次梯度优

化方法得到的结果相悖于我们期望的稀疏结果。所

以，本文引入了前向后向切分算法 (forward back-
ward splitting, FOBOS)[11]来优化该问题。

2.2.1   FOBOS 算法

ℓ1 ℓ2、1

ℓ∞

FOBOS 是一种基于迭代优化的算法框架，主要

用来求解含有正则项的目标函数的优化问题，特别

是一些不可微的正则项如: 、 （Group Lasso）、
等[11]，相比于直接用次梯度计算，使用 FOBOS 算

法得到的模型具有更好的预测性能和更符合问题先

验的稀疏结构[11]。

f (ω)+ r(ω)

f (ω)

r(ω)

假设待求目标函数由两部分组成： ,
其中 一般为损失函数，本文中损失函数为最小

平方损失，第 2 项 是关于目标变量 ω 的正则

项。其每次迭代过程分 2 步:

ωt+ 1
2 = ωt −ηtgt

f (9)

ωt = argminω

{
1
2

∥∥∥∥ω−ωt+ 1
2

∥∥∥∥2
+ηt+ 1

2
r(ω)

}
(10)

f (ω)

ηt ηt+ 1
2

ηt+ 1
2
= ηt

ωt+ 1
2

r(ω)

式中：gf
t 为在 t时刻损失函数 关于权重的梯度,

为 t时刻的学习率， 是在式 (10) 迭代中正则项

前的系数，在具体算法实现中，通常设置 。

步骤 1）等价于标准的无正则项梯度下降过程，式

(10) 中结果是在第一步结果 基础上进行了微

调，一方面希望新的结果尽可能靠近第一步的结

果，另一方面还需要尽可能最小化 。

2.2.2   利用 FOBOS 算法求解 SGL-FM
根据 FOBOS 算法，首先将 SGL-FM 的目标函

数分为两部分:
f (ω0,ω,V)+ r(ω+V) (11)

f (ω0,ω,V) =
n∑

i=1

ℓ(ŷi,yi) r(ω+V) = λ1

p∑
i=1

∥∥∥∥∥∥ ωi

vi

∥∥∥∥∥∥
2

+

λ2

p∑
i=1

∥∥∥∥∥∥ ωi

vi

∥∥∥∥∥∥
1

(x,y)

式中： 且

。假设输入一个新的样本 ，根据式

(5)~(7)、式 (9) 可知 FOBOS 算法的第 1 步更新公式为
ω

t+ 1
2

0 = ωt
0−ηt ·2(ŷ(x|Θ)− y)

ωi
t+ 1

2 = ωi
t −ηt ·2(ŷ(x|Θ)− y) · xi

vt+ 1
2

i, f = vt
i, j−ηt ·2(ŷ(x|Θ)− y) · xi(

∑
j=1x jv j, f − xivi, f )

(12)
1 ⩽ i ⩽ p 1 ⩽ f ⩽ k式中 且 。

λ1
′ = ηtλ1 λ2

′ = ηtλ2 θt
i = [ωt

i vt
i]

T ∈ Rk+1设 ,  ,  ,  则
FOBOS 算法的第 2 步等价于优化以下问题：
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θt
i = argmin

θi
{1
2

∥∥∥∥θi−θ
t+ 1

2
i

∥∥∥∥2

+λ′1∥θi∥2+λ2
′∥θi∥1} (13)

1 ⩽ i ⩽ p

ℓ1 ℓ2,1 ℓ∞

ℓ1 ℓ2,1

式中： 。文献[11]中给出了当正则项分别为

、 、 时相应的求解算法，但是当正则项为

SGL 时，文献[11]并没有给出其求解算法，而且直接

将 , 的解法推广到 SGL 是非平凡的。

Liu 等在文献[13]中提出了一种有效算法用于 ℓ2

求解含有树结构信息的正则化问题。本文中的

SGL 是其中一种特例。如图 1 所示，SGL 的结构可

以表示成 p 棵树，每棵树的根节点包含了第 i 维特

征的一阶系数 ωi 和其在隐空间的特征表示向量 vi，
子节点分别是其各个分量，SGL 相当于对树的每个

节点都添加了 范数的约束。

由文献[13]，我们在算法 1 中直接给出了优化

式 (13) 的具体流程。并在算法 2 中给出了利用

FOBOS 算法优化 SGL-FM 的完整流程。

算法 1　树结构正则项的优化算法

θ
t+ 1

2
i , (1 ⩽ i ⩽ p) λ1

′,λ2
′输入　Step 1 的输出 ， ；

θt
i = [ωt

i,vt
i]

T(1 ⩽ i ⩽ p)输出　更新后的参数 。

1) for i = 1: p do
θi = θ

t+ 1
2

i2) 
3) for j = 1: k+1

|θi[ j]| ⩽ λ2
′ θi[ j] = 04) if ( ) then 

θi[ j] =
(
|θi[ j]| −λ2

′

|θi[ j]|

)
·θi[ j]5) else 

6) end if
7) end for

∥θi∥2 ⩽ λ1
′ θi = 08) if  then 

θi =

(
||θi||2−λ1

′

||θi||2

)
·θi9) else 

10) end if
11) end for

算法 2　用于求解 SGL-FM 的 FOBOS 算法

λ1,λ2输入　训练数据，正则项参数 ；

ω ∈ Rp V ∈ Rp×k输出　ω0, 及 。

1) for k=1:num_epoch % 迭代次数

2) 随机排列所有训练样本

3) for i = 1:num_samples % 遍历所有样本

4) 取出样本 xi
5) 根据式 (12) 执行随机梯度下降

6) 根据算法 1 优化式 (13)
7) end for
8) end for

3   实验与分析

3.1    实验设置与实验数据

为了验证算法的性能，在 3 个推荐系统数据集

上进行了实验，数据的基本信息如表 1 所示，其中

Movielens 的两个数据均为电影评分数据, Last.fm
为音乐推荐数据，所有数据均采用 One-Hot-Encod-
ing 编码方式。本文将所有数据均划分 70% 作为训

练集，30% 作为测试集。

实验不仅对比了 SGL-FM、FM、L1-FM 和 GL-
FM 等方法。还加入了线性模型 Lasso 和一般的二

阶回归模型（SEC-REG）作为基准对比方法。

所有方法的超参数均采用 3 折交叉验证选取。

FM、Lasso 以及 SEC-REG 的所有正则化参数均从

{0.000 01, 0.000 1, 0.001, 0.01, 0.1, 1}中选取，而

SGL-FM、L1-FM 和 GL-FM 的超参数均从{10-6, 10-5,
10-4, 10-3}中选取。

实验以均方根误差（RMSE）作为评价准则，其

计算公式为

RMSE =

√√
1
n

n∑
i=1

(ŷi− yi)2

ŷi,yi式中：n 为测试样本数， 分别为第 i 个样本的预

测标号和真实标号。实验也比较了各个模型所得系

数的稀疏度，稀疏度的计算方式为

sparsity =
nz

na

ω ∈ Rp

V ∈ Rp×k na = p(k+1)

式中：na 表示线性项系数 和二阶项系数矩阵

中所有分量的个数，即 ；nz 表示这

些分量中零元素个数。

 

[ω1 v1]

ω1 v1, 1 v1, 2 v1, k

[ω2 v2]

ω2 v2, 1 v2, 2 v2, k

[ωp vp]

ωp vp, 1 vp, 2 vp, k 

图 1    树结构的 SGL
Fig. 1    SGL can be represented as tree structures

 

表 1   实验数据

Table 1    Experimental datasets
 

数据库 样本数 数据维度(user + item)

Movielens 100k 100 000 2 625=943+1 682

Movielens 1m 1 000 209 9 940=6 040+3 900

Last.fm 109 750 22 272=12 523+9 749

第 6 期 郭少成，等：稀疏化的因子分解机 ·819·



3.2    性能与稀疏度分析

图 2~4 分别比较了各个算法在 3 个数据集上

的 RMSE 和稀疏度随着 k 的变化趋势，可以看出，

线性模型 Lasso 由于未探索变量间的关系，因此效

果较差。而由于数据过于稀疏，二阶模型 SEC-
REG 的精度也差于因子分解机类算法。

比较 SGL-FM 与 FM，可以看出在 Movie-lens

数据集上 SGL-FM 的稀疏度最高达到了 20%，虽然

FM 有更多的参数，但是 SGL-FM 的性能与 FM 的

性能非常接近，说明 SGL-FM 能进行有效的特征选
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图 2    Movielens 100 k 实验结果

Fig. 2    Results on movielens 100 k
 

(b)  k 

0

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

5 10 15 20 40 60 80 100 120 140

Lasso
SEC-REG
FM
SGL-FM
L1-FM
L21-FM

Lasso
SEC-REG
FM
SGL-FM
L1-FM
L21-FM

(a) RMSE  k 

0.92

0.91

0.90

0.89

0.88

0.87

0.86

0.85

0.84
5 10 15 20 40 60 80 100 120 140

 

图 3    Movielens 1 m 实验结果

Fig. 3    Fig 2. results on movielens 1 m
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图 4    Last.fm 实验结果

Fig. 4    Results on last.fm
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vi(1 ⩽ i ⩽ p)

择。在 Last.fm 数据上，当 k>100 时, SGL-FM 的稀

疏度达到了 25%~30%, 虽然 SGL-FM 的参数更少，

但是其性能要优于稀疏度等于 0 的 FM，说明由于

数据各个特征的分布不同，不同特征有各自最优的

k 值，SGL-FM 通过特征选择为各个维度自适应了

最佳的 k值，去除了冗余的组内特征。图 5 给出了

在 Last.fm 数据集上，当 k=100 时，SGL-FM 求出的

特征表示向量 所自适应的 k值分布，从图

中可以看出，对于 Last.fm 数据，大部分特征的 k值
分布在 50~70 之间，从图 5 中也可以看出，当 k=60
时，FM 的效果最好，大于 60 时，FM 的效果开始变

差，这是因为参数过多，FM 发生了过拟合。比较

SGL-FM 与 GL-FM，SGL-FM 由于既实现了组内稀

疏又实现了组间稀疏，因此其性能优于只实现了组

间稀疏的 GL-FM。从稀疏度变化中也可以看出，相

比于 GL 包含了太多的冗余组内特征，SGL 能进一

步地对组内特征做特征选择，从而不仅提高稀疏

度，更能提高模型的性能。比较 SGL-FM 与 L1-
FM，由于 L1-FM 不包含结构信息且对所有特征无

差别选择，因此，虽然 L1-FM 有更高的稀疏度，但是

其性能比 SGL-FM 差。

3.3    收敛性分析

当采用随机梯度优化这种算法时，算法的收敛

性是常常需要考虑的问题，由于 FM 的特殊性，其目

标函数关于待求参数非凸[3]，原始文献[3]中并没有

给出收敛性证明，但是实验结果表明，FM 是收敛

的，图 6 给出了本文提出的算法和 FM 在两个数据

集上的迭代过程，可以看出，所有算法均稳定收

敛。而且本文提出的 SGL-FM，L1-FM 以及 GL-
FM 具有更快的收敛速率，这是由于 SGL-FM 等去

除了噪音的干扰，因而收敛更快。

4   结束语

考虑到因子分解机特殊的二阶特征结构，本文

结合了 GL 和 Lasso 的优点，提出了基于 Sparse
Group Lasso 的因子分解机。同时，作为 SGL-FM
的特例，我们还导出了 L1-FM 和 GL-FM。不同于

一般的二阶模型和一般的 FM，SGL-FM 的目标函

数非凸且非光滑，本文引入了 FOBOS 算法来优化

该问题。SGL-FM 不仅获得了比 FM 更稀疏的解，

节省了内存空间，更能通过去除噪音特征，从而提

升性能，实验结果也证明了这一点。
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