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利用二元拟阵 Ｋｎ 图的一种建格方法

毛华，史明
（河北大学 数学与信息科学学院，河北 保定， ０７１００２）

摘　 要：由于交通网络纷繁复杂，难以直观分析和直接处理。 若出行者根据自己喜好和习惯决定出行策略，则需对
出行方案有清楚的了解。 针对此问题，建立交通网络图———Ｋｎ模型，对具有带环路和重边路的复杂网络结构图，可
以完全转化为 Ｋｎ图处理。 通过概念格理论，得到 Ｈａｓｓｅ 示图，方便人们对某些属性条件方案的提取，便于后续工作
处理。 对 Ｋｎ图进行研究之后发现，在特定的多个属性影响下，会形成一个三角形圈，于是结合拟阵中二元拟阵的标
准矩阵的定义，挖掘出一种特殊形式背景。 根据这种形式背景的特殊性，给出基于二元拟阵的 Ｋｎ图的概念格算法。
结合生活中的例子，验证该算法可行性。 由于模型具有这种普遍性，所有结果可推广到具有类似形式背景的其他领
域研究中。
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　 　 现代经济发展中，大城市经济圈［１］ 内至少有一

个或多个经济发达并具有较强城市功能的中心城

市，以便带动周围其他城市的发展，这种经济圈模

式现已成为城市经济圈发展的增长级。 实践证明，
经济圈中以三个地区为最好，例如京津冀经济圈、
长江三角洲经济圈、珠三角经济圈等。 另外，从数

学方面分析，若将经济圈中每个城市视为一个顶

点，城市间有路可达时连接为边，则一个经济圈为

一个图。 依据图论的知识可知，在多边形图中，三



个顶点构成的圈（即三角形）是最稳定的，因此本文

考虑的圈将以三角形为基本单元。
随着经济的发展，许多城市面临着严重的交通

拥堵。 若出行者对自己要经过交通网络的路径、费
用、时间等能够以清晰地、直观地方式得到，则完成

任务的效率将会大大提高。 关于在复杂的交通网

络的条件下，研究合理的出行路径模型和算法，请
参见文献［２－９］。 基于多属性条件路径选择问题，
文献［２－９］以及目前掌握的材料中，均没有涉及对

于交通网路信息提取的概念格［１０］可视化研究。
概念格建立了对象和属性之间的一种概念层

次结构，是数据分析和规则提取的一种有效工具。
Ｗｈｉｔｎｅｙ［１１］在 １９３５ 年首次提出的拟阵已经被广泛

地应用于信息编码［１２］ 和网络安全［１３］ 等领域。 将拟

阵与概念格理论结合、图论［１４－１５］与概念格理论结合

来解决问题，已有许多成功的案例［１６－２１］。
由于现实生活中，人们出行受多个属性条件的

限制，针对这些限制，经过研究发现 Ｋｎ 简单图中形

成三角形圈的一种特殊性质。 由此，可以对复杂的

交通网络进行分析、转化，形成 Ｋｎ 简单图。 进而，能
够建立网络模型，构建模型所对应的关联矩阵。 依

据 Ｋｎ 图所产生的特殊形式背景，建立概念格信息提

取方法。 从而，给出基于二元拟阵 Ｋｎ 图的一种建格

方法，并利用具体实例验证方法的正确性与有效性。

１　 预备知识

本节主要介绍网络 Ｋｎ 图、拟阵和概念格一些定

义与相关结论。 有关图的基本概念和完全图的定

义，读者请参见文献［１４］。 有关二元拟阵和图的拟

阵可表示性请参见文献［１１］。
定义 １［２２］ 　 设任意（无向）图 Ｇ ＝ （Ｖ，Ｅ），其中

顶点集 Ｖ＝｛ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ｝，边集 Ｅ ＝ ｛ ｅ１，ｅ２，…，ｅｅ｝。
用 ｍｉｊ表示顶点 ｖｉ 与边 ｅｊ 关联的次数，可能取值为

０，１，２，称所得矩阵 Ｍ（Ｇ） ＝ （ｍｉｊ） ｎ×ｅ为图 Ｇ 的关联

矩阵。
定义 ２［１４］ 　 Ｖ（Ｇ）＝ Ｘ∪Ｙ，Ｘ∩Ｙ ＝⌀，Ｘ 中任二

项不相邻，Ｙ 中任二项不相邻，则 Ｇ 为二部图；若 Ｘ
中每个顶点皆与 Ｙ 中一切顶点相邻，则 Ｇ 为完全二

部图，记 Ｋｍ，ｎ，其中 ｍ＝ Ｘ ，ｎ＝ Ｙ 。
定义 ３［１１］ 　 设 Ｍ 是关于 Ｅ ＝ ｛ｂ１，ｂ２，…，ｂｒ，ｅ１，

ｅ２，…，ｅｑ｝的一个拟阵，其中 Ｂ ＝ ｛ｂ１，ｂ２，…，ｂｒ｝是 Ｍ
的一个基。 设 Ｃ ｊ 是 Ｂ∪｛ｅｊ｝所含的基本圈，定义 ｒ×

ｑ 阶矩阵Ｄ＝ （ｄｉｊ），其中 ｄｉｊ ＝
１， 若 ｂｉ∈Ｃ ｊ

０， 其他{ ，则Ａ＝

［Ｉｒ Ｄ］是 Ｍ 在模 ２ 域上的一个标准矩阵表示，其中

φ（ｂｉ）是 Ｉｒ 中第 ｉ 列，而 φ（ ｅｊ）是 Ｄ 中的第 ｊ 列，１≤
ｉ≤ｒ，１≤ｊ≤ｑ。

引理 １［１４］ 　 在一个具有 ｎ 个顶点的无向完全图

中，包含的边数为
ｎ（ｎ－１）

２
。

定义 ４［１７］ 　 形式背景 Ｋ ＝ （Ｇ，Ｍ，Ｉ）定义为一个

三元数组，其中 Ｇ 中的元素被称为对象，Ｍ 中的元

素被称为属性。 Ｉ⊆Ｇ×Ｍ，用 ｇＩｍ 表示（ｇ，ｍ）∈Ｉ，即
对象 ｇ 具有属性 ｍ。

定义 ５［１７］ 　 形式背景（Ｇ，Ｍ，Ｉ）中的概念定义为

元素对（Ａ，Ｂ），其中 Ａ⊆Ｇ，Ｂ⊆Ｍ，Ａ 称为概念的外

延，Ｂ 称为概念的内涵，并且满足以下条件：
１）Ｂ′＝｛ａ∈Ｇ ∀ｂ∈Ｂ，ａＩｂ｝，Ａ′＝ ｛ｂ∈Ｍ ∀ａ∈

Ａ，ａＩｂ｝；
２）Ａ⊆Ａ″，Ｂ⊆Ｂ″；
３）（∪

ｊ∈Ｊ
Ａ ｊ） ′＝∩

ｊ∈Ｊ
Ａ ｊ′，（∪ｊ∈Ｊ

Ｂ ｊ） ′＝∩
ｊ∈Ｊ

Ｂ ｊ′。

定义 ６［１７］ 　 设（Ａ１，Ｂ１）、（Ａ２，Ｂ２）是 Ｌ（Ｇ，Ｍ，Ｉ）
中的两个概念，定义二元关系（Ａ１，Ｂ１）≤（Ａ２，Ｂ２）⇔
Ａ１⊆Ａ２⇔Ｂ１⊆Ｂ２，称（Ａ１，Ｂ１）是（Ａ２，Ｂ２）的子概念，
（Ａ２，Ｂ２）是（Ａ１，Ｂ１）的父概念。 若不存在概念（Ａ３，
Ｂ３）使得（Ａ１，Ｂ１）≤（Ａ３，Ｂ３）≤（Ａ２，Ｂ２）成立，则称

（Ａ１，Ｂ１）是（Ａ２，Ｂ２）的直接子概念，（Ａ２，Ｂ２）是（Ａ１，
Ｂ１）的直接父概念。

不难证明这种父概念 －子概念关系 （也称泛

化－特化关系）是 Ｌ（Ｇ，Ｍ，Ｉ）上的一个偏序关系。 事

实上 Ｌ（Ｇ，Ｍ，Ｉ）关于该偏序关系是一个完备格，称
为形式背景（Ｇ，Ｍ，Ｉ）的概念格，记为 Ｌ（Ｇ，Ｍ，Ｉ）。

引理 ２［１７］ 　 设（Ｇ，Ｍ， Ｉ）是一个形式背景，则
Ｌ（Ｇ，Ｍ，Ｉ）关于上面定义的序“≤”构成的是完备

格，其中上下确界由下式给出：
∨ｊ∈Ｊ（Ａ ｊ，Ｂ ｊ） ＝ （∪

ｊ∈Ｊ
Ａ ｊ( ) ″， ∩

ｊ∈Ｊ
Ｂ ｊ）

∧ｊ∈Ｊ（Ａ ｊ，Ｂ ｊ） ＝ （∩
ｊ∈Ｊ

Ａ ｊ，（∪ｊ∈Ｊ
Ｂ ｊ） ″）

　 　 为了模型的建立和讨论表述简捷，给出如下几

个定义。
定义 ７　 含圈基：在 Ｋｎ 图中满足从一个顶点出

发，到其他 ｎ－１ 个顶点的相连接的边叫做含圈基。
定义 ８　 基顶点：在 Ｋｎ 图中满足从一个顶点出

发包含的所有相连的含圈基的顶点叫做基顶点。
定义 ９　 基最小圈：在一个三角形最小圈中，满

足一个最小圈中包含两个基的三角形圈，叫做基最

小圈。
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２　 模型的建立

图论主要研究图的拓扑性质，为任何一个包含

某种二元关系系统提供一种分析和描述模型。 众

所周知，交通网络可以用图表示出来，也可把交通

网络里的距离当作两点之间的权值加入进去。
复杂网络中的交通网络对应图论里一类特殊

的图结构，具有与应用相关的很多重要特征。 对于

一些网络中出现的复杂的网络，作如下处理。
１）对于两个顶点之间具有多重边的情况，选择

其中权值最小的边。
２） 当两个顶点之间的权值一样时，任意选择其

中一条边，固定下来，成为最熟悉的一条道路。
３）对于带环图的这种情况，因为实际问题考虑

的是对于一个工厂的运输，自身运输没有任何实际

的意义。 例如：如果是一家超市，自身对于自身运

输也没有意义，所以不予考虑。
具有重边或有环的图都可以转化为简单图应

对出行问题，因此复杂网络图可以转化为简单图，
用以讨论相应的出行问题。 由于在具有 ｎ 个顶点的

简单图中，Ｋｎ 图结构最复杂，所以只要解决了 Ｋｎ 图

的出行问题，其他的简单图的出行问题将会迎刃而

解。 对于非 Ｋｎ 的 ｎ 个顶点的简单图，因为它们是

Ｋｎ 的子图，所以可以通过加边，使其成为 Ｋｎ 图，只
需将新加边的权值定义为 ０，采用本文的方法，完全

可以解决出行问题。 基于以上的讨论，只需解决具

有 Ｋｎ 图这样的交通网络的出行问题，因此本文只研

究 Ｋｎ 图。
现有 ｎ 个城市，任意两个城市均由交通道路连

接。 一位出行者要从自己所居住的城市去其他 ｎ－１
个城市办事情，要求到达其他任意两个城市后再回

到自己所居住的城市，现在的问题是：如何找到以 ３
个城市为三角形经济圈的一个出行方案。

首先建立一个网络模型，构建其关联矩阵。 由

于关联矩阵是一个 ０－１ 矩阵，信息提取中的任一个

形式背景可视为一个 ０－１ 矩阵，因此依据形式背景

的特殊性，建立概念格信息提取方法，进而找到人

们所需的最适合出行方案。
２．１　 问题的提出

在不同城市间构建现代化交通网络，实现城市

间交通一体化，将会极大方便交通出行。 问题是：
如何在众多出行方案中选取合适的方案，成为人们

出行前需要解决的问题。 交通运输网络错综复杂，

很难给人们带来直接帮助，需要对交通运输网络进

行简化和直观化，得到一个简化的网络。 若出行者

需要计算出自己所居住的城市和其他任意两个城

市的距离和，即第 １ 节定义 ９ 中的基最小圈，判断走

哪个基最小圈距离和最短时，探究交通网络 Ｋｎ图模

型中的最小经济圈所需出行的路径距离就变得有

意义了。
２．２　 模型的条件

设有 ｎ 个城市，每个城市看作一个顶点，两个城

市之间有路可达时，用一条线相连接，建立城市网

络图。 图中顶点用 ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ 表示，组成集合 Ｖ ＝
｛ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ｝。 网络图中 ｖｉ，ｖｊ 之间有路径可达，记
相连接的边为 ｅｉｊ，将此交通网络图记为 Ｇ ＝ （Ｖ，Ｅ），
得 Ｇ 为一个有限无向图。 出行者从给定的一个顶

点城市 ｖ１ 出发去办事，要求路径中必须经过两个顶

点城市（除去给定城市顶点以外的其他任意两个顶

点城市），再返回到出发城市顶点 ｖ１。 由于出行者

走的道路为一个三角形，现在的问题是要选择一个

三角形在距离和花费的时间都少的三角形作为出

行者的最终出行方案，这就需要找到所有可能的出

行方法，换句话说，出行者需要出行前找到所有需

要走过的路径和出行方案，以便从中选择最佳方

案， 这些方案对决策者综合路径距离、时间、花费决

策时有重要的意义，可以帮助其更加直观、快速地

做决定，节约决策时间。
２．３　 问题的分析

交通城市之间的无向图 Ｇ 进行转化后是顶点

为 ｎ 的完全图，记 Ｇ 为 Ｋｎ 图。 因 Ｋｎ 图对应的关联

矩阵满足二元拟阵 Ｍ，知定义 ７ 的含圈基满足定义

３ 的拟阵 Ｍ，即实际生活中人们出行方案里的最小

三角形圈。 于是在 Ｋｎ 图的二元拟阵的标准矩阵表

示如下：在对应组成基本圈的三条边下标记 １，没有

组成基本圈的边下标记 ０，然后把得到的矩阵作为

含 ０ 和 １ 的形式背景。 在上面进行概念格的探索和

证明时发现，在 Ｋｎ 图中将二元拟阵中的基本圈即定

义 ９ 的基最小圈，作为对象，每两个顶点之间相连的

边作为属性，建立形式背景，找寻概念会遵循一定

的数学规律，运用此规律进行建格，速度很快。
２．４　 模型的解决

２．４．１　 Ｋｎ 图的建格模型

根据定义 ３ 给出 Ｋｎ 图的标准矩阵表示。 当顶

点 ｎ＝ ３ 时，根据引理 １ 的公式得边数为 ３，含圈基的

个数为 ｎ－１＝ ２，与其中一个顶点相连接构成的基最
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小圈个数为边数
ｎ（ｎ－１）

２
减去定义 ７ 含圈基数 ｎ－１，

以此类推，得到表 １。
表 １　 顶点数与基最小圈的规律

Ｔａｂｌｅ １　 Ｖｅｒｔｅｘ ｎｕｍｂｅｒ ａｎｄ ｔｈｅ ｂａｓｉｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｍａｌｌｅｓｔ ｃｉｒｃｌｅ
ｏｆ ｔｈｅ ｌａｗ

顶点 边数 含圈基 基最小圈

３ ３ ２ １

４ ６ ３ ３

５ １０ ４ ６

６ １５ ５ １０

７ ２１ ６ １５

︙ ︙ ︙ ︙

ｎ … ｎ－１
ｎ（ｎ－１）

２
－（ｎ－１）

　 　 将图 Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）对应的拟阵 Ｍ 中定义 ９ 基最小

圈集 Ｏ 视为形式背景中的对象集，将图 Ｇ 的边集 Ｅ
视为属性集 Ｐ，圈 Ｃ ｉ 中含有某条边 ｅｊ 时，记 Ｃ ｉｅｊ 值
为 １，否则为 ０，得到形式背景（Ｏ，Ｐ，Ｉ），对象集 Ｏ ＝
｛Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｎ｝，属性 Ｐ ＝ ｛ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ｝。 特别地，
当图 Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）为 Ｋｎ 图时，图 Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）对应的形式

背景 Ｌ（Ｏｋｎ，Ｐｋｎ，Ｉｋｎ）如表 ２ 所示。
表 ２　 Ｋｎ 图的形式背景 Ｌ（Ｏｋｎ，Ｐｋｎ，Ｉｋｎ）

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｆｏｒｍａｌ ｃｏｎｔｅｘｔ Ｌ（Ｏｋｎ，Ｐｋｎ，Ｉｋｎ） ｏｆ Ｋｎ ｄｉａｇｒａｍ

Ｉ ｂ１ ｂ２ ｂ３ ｂｎ－１ … ｂｎ（ｎ－１）
２

Ｃ１ １ ０ １ ０ … ０

Ｃ２ ０ １ １ ０ … ０

Ｃ３ １ １ ０ １ … ０

︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ０

Ｃｎ（ｎ－１）
２ －（ｎ－１） ０ ０ … … … １

　 　 定义 １０　 在 Ｋｎ 图的形式背景 Ｌ（Ｏｋｎ，Ｐｋｎ，Ｉｋｎ）
对应的概念格 Ｌ（Ｏ，Ｐ，Ｉ）中给出“层”的定义：

设 Ｌ（Ｏ，Ｐ，Ｉ）最大元为 Ａ 即第一层，对任意 Ｘ∈
Ｌ（Ｏ，Ｐ，Ｉ） ｛Ａ｝，设 Ａ 到 Ｘ 的距离为 ｎ。 也就是，当
区间［Ｘ，Ａ］⊆Ｌ（Ｏ，Ｐ，Ｉ）最长链的长度为 ｒ，（ ｒ ＝ １，
２，３，…，ｎ），则设 Ｘ 为第 ｍ 层，ｍ ＝ ｒ＋１，记第 ｍ 层为

ｍ＝Ｌ（ｍ）。 设概念格 Ｌ（Ｏ，Ｐ， Ｉ）的 Ｈａｓｓｅ 示图记为

Ｈ（Ｌ）。 由表 ２ 发现，当 ｎ ＝ ４ 时，根据 Ｌ（Ｏｋｎ，Ｐｋｎ，
Ｉｋｎ）＝ ｛（Ｐ′，Ｐ）｝得对应的概念为（Ｃ３Ｃ２Ｃ１，｛ ｝）∈
Ｌ（１）；（Ｃ１Ｃ３，ｂ１），（Ｃ３Ｃ２，ｂ２），（Ｃ１Ｃ２，ｂ３）∈Ｌ（２）；（Ｃ３，
ｂ６ｂ１ｂ２）， （ Ｃ１， ｂ４ｂ１ｂ３ ）， （ Ｃ２， ｂ５ｂ２ｂ３ ） ∈ Ｌ（３）； （｛ ｝，
ｂ６ｂ５ｂ４ｂ３ｂ２ｂ１）∈Ｌ（４）。

引理 ３　 １）根据完全图的定义和表 １ 知，当定

义 ７ 含圈基个数为 ｎ－１ 时，与定义 ８ 基顶点相连接

的每个基 ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ－１对应的对象个数为 ｎ－２ 个。
２）根据定义 ９ 含两个基的基最小圈最多有一

条重边。
证明　 首先证明第 １）条。 在表 ２ 中，ｂ１ 对应着

的对象为 ｎ－２ 个，因为 ｂ１≠ｂ２，所以对应的对象就为

ｎ－２ 个，即 ｂ１′≠ｂ２′。 其次，证明第 ２）条。 若两个基

最小圈含有 ２ 个相同的边，根据定义 ９ 可知：假设

Ｃ１≠Ｃ２，ｂ１∈Ｃ１，ｂ２∈Ｃ２，若（ｂ１∪ｂ２）∈（Ｃ１∩Ｃ２），则
推出 Ｃ１ ＝Ｃ２，与条件中两个基最小圈含有 ２ 个相同

的边矛盾，即 Ｃ１≠Ｃ２ 矛盾。 所以含两个基的基最小

圈最多有一条重边。
定理 １　 Ｋｎ图对应的形式背景概念格有且仅有

４ 层。
证明　 根据定义 ４、定义 ５、定义 ６ 及引理 ３ 中

的第 １）条的概念。 第 １ 层：Ｏ＝｛Ｃ１，Ｃ２，…，ＣＣ２ｎ－１
｝对

应的属性集 Ｐ＝｛｝可以表示为（Ｃ１Ｃ２…ＣＣ２ｎ－１
，｛｝）∈

Ｌ（１）。 第 ２ 层：每个基对应 ｎ － ２ 个圈，设为 Ｃ１，
Ｃ２，…，Ｃｎ－２。 证任意基 ｂｉ ∈Ｂ ＝ ｛ ｂ１， ｂ２，…， ｂｎ－１ ｝，
（ ｉ＝ １，２，…，ｎ－１），设（Ｃ１ Ｃ２…Ｃｎ－２，ｂｉ），其中 ｂｉ′ ＝
Ｃ１Ｃ２…Ｃｎ－２，根据引理 ３ 中第 １） 条，⌀∩ ｂｉ ＝ ⌀，
⌀ ＝ ０， ｛ｂｉ｝ ＝ １ 且⌀⊄｛ｂｉ｝且不存在任意集合

Ａ 满足⌀⊆Ａ⊆｛ｂｉ｝。 所以它们之间不会产生其他

的概念。 第 ３ 层：设（Ｃ１ Ｃ２…Ｃｎ－２，ｂ１ ） 与（Ｃ１Ｃ２ …
Ｃｎ－３，ｂ２） ∈Ｌ（３），所以设（Ｃ１ …Ｃｎ－３，（ｂ１ｂ２） ″）＝ （Ｃ１

Ｃ２…Ｃｎ－２，ｂ１）∧（Ｃ１Ｃ２…Ｃｎ－３，ｂ２），由引理 ３ 中第 ２）
条知 Ｃ１ ＝Ｃ２ ＝…＝Ｃｎ－３，取代表圈 Ｃ１，由基最小圈定

义当且仅当存在 ｂ３∈Ｃ１，则（Ｃ１，ｂ１ｂ２ｂ３）是概念，由
任意性知（Ｃ ｉ，Ｃ ｉ′）均为概念，其中 Ｃ ｉ′为 Ｃ ｉ 包含的 ３
条边。 第４ 层：（Ｃ１，ｂ１ｂ２ｂ３）与（Ｃ２，ｂ１ｂ３ｂ４ ） ∈Ｌ（４），
（⌀，ｂ１）。 因为存在集合 Ｂ ＝ ｛ｂ１，ｂ２，ｂ３，…，ｂｎ（ｎ－１）

２
｝，

满足⌀⊆Ｂ⊆｛Ｃ ｉ｝，即第 ４ 层表示为（⌀，｛ ｂ１，ｂ２，
ｂ３，…，ｂｎ（ｎ－１）

２
｝）。

定理 ２　 Ｋｎ 图模型建立的概念格 Ｌ（Ｋｎ）的第 ２
层和第 ３ 层的 Ｈａｓｓｅ 示图组成一个二部图。

证明　 根据定义 ２（二部图）的定义，二部图 Ｇ＝
（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）由顶点集 Ｖ１ 和 Ｖ２ 及边集 Ｅ⊆Ｖ１ ×Ｖ２ 组

成，Ｖ１ ＝｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｓ｝，Ｖ２ ＝ ｛ｙ１，ｙ２，…， ｙｔ｝，则二部

图 Ｇ＝（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）的伴随矩阵为二元矩阵 Ａ（ａｉｊ），这
里 ａｉｊ ＝ １，当且仅当（ｘｉ，ｙ ｊ）∈Ｅ。 设 Ｖ１ 为对象集，Ｖ２

为属性集，则二部图的伴随矩阵就是形式背景。 二

部图 Ｇ＝（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）由两个非交顶点集 Ｖ１，Ｖ２ 组成，
且 Ｇ 的每条边的顶点分别在 Ｖ１，Ｖ２ 中。 设 Ｖ１ 是第 ２
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层概念的集合，Ｖ２ 是第 ３ 层概念的集合，则在 Ｋｎ 图

中概念之间满足定义 ６，（Ｃ１，ｂ１）≤（Ｃ２，ｂ２）⇔Ｃ１⊆
Ｃ２（⇔ｂ２⊆ｂ１），根据子概念－父概念的关系建立连线

是一个二部图，如图 １ 所示。

图 １　 Ｋ４ 图的二部图

Ｆｉｇ．１　 Ｂｉｐａｒｔｉｔｅ ｇｒａｐｈ ｏｆ Ｋ４ ｄｉａｇｒａｍ

再把第 １ 层和第 ４ 层概念（Ｏ，｛｝）和（｛｝，Ｐ）加
进图 １，根据定理 １ 建立概念格得 Ｈａｓｓｅ 示图，如图

２ 所示。 Ｈａｓｓｅ 图是利用概念之间的泛化和特化进

行绘制的，由于概念格的完备性，概念格确定了，其
Ｈａｓｓｅ 图也唯一确定了。 概念格最上层是全概念，
最下层是空概念。 Ｈａｓｓｅ 图中的边分别连接在直接

父概念和直接子概念之间。

图 ２　 Ｋ４ 图的概念格

Ｆｉｇ．２　 Ｃｏｎｃｅｐｔ ｌａｔｔｉｃｅ ｏｆ Ｋ４ ｄｉａｇｒａｍ

根据 Ｋ４ 图的格结构，利用数学归纳法分别对

Ｋ５ 图、Ｋ６ 图、Ｋｎ 图进行建格，得出 Ｋｎ 图建立概念格

的一个算法过程。
２．４．２　 算法过程

通过对特殊限制 Ｋｎ 图的规律发现，满足 Ｋｎ 图

二元标准矩阵特点的都可以建成一个 Ｈａｓｓｅ 示图。
对于具有这种特定形式背景的概念，用上面的建格

方法进行建格，速度很快。 下面给出对象是基最小

圈，属性是边的形式背景的建格过程。
输入　 形式背景（Ｏ，Ｐ，Ｉ）。
输出　 集合 Ｃ，（Ｏ，Ｐ，Ｉ）所有的概念。
１）Ｃ：＝｛Ｐ′，Ｐ｝初始化属性集合 Ｂ＝⌀。
２）找第 ２ 层的概念，根据规律知道，当完全图

为 Ｋｎ 时，顶点数为 ｎ，与基顶点相连的边为 ｎ－１，即
第 ２ 层的概念为 ｎ－１ 个，根据属性 ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ－１找

到所对应的基最小圈对象。
３）找第 ３ 层的概念，根据完全图 Ｋｎ 的特点，基

最小圈的个数为
ｎ（ｎ－１）

２
－（ｎ－１），即第 ３ 层有概念

ｎ（ｎ－１）
２

－（ｎ－１）个，由对象 Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｎ（ｎ－１）
２ －（ｎ－１），找

到所对应的属性。
４）第 １ 层中的元（概念），与且仅与第 ２ 层的每

一个元分别连线，第 ４ 层的元与且仅与第 ３ 层的每

一个元分别连线，第 ２ 层的元与第 ３ 层的元之间的

连线关系可以根据定理 ２ 进行。 这样就可以得到所

有应该存在的连线。 即根据定义 ６ 和引理 ２ 的偏序

关系（Ｃ１，ｂ１）≤（Ｃ２，ｂ２）⇔Ｃ１⊆Ｃ２（⇔ｂ２⊆ｂ１），满足

概念格子概念－父概念的关系，把第 １ 层的概念（Ｏ，
｛｝）与第 ２ 层的概念建立连线，第 ４ 层的概念（｛｝，
Ｐ）与第 ３ 层概念建立连线加入到步骤 ２）和 ３）组成

的二部图中。
２．４．３　 算法的复杂度

根据形式背景的特殊性，此处得到的概念格有

且仅有 ４ 层。
第 １ 层的概念和第四层的概念分别是（Ｏ，｛ ｝）

和（｛｝，Ｐ）。
第 ２ 层的概念与基顶点连接的边个数为 ｎ－１（ｎ

表示顶点数）。
第 ３ 层的概念根据 Ｋｎ 图所产生的基最小圈个

数 Ｎ 来决定，Ｎ＝ｎ（ｎ－１）
２

－（ｎ－１）。 根据第 ２ 层的概

念加入属性，即 Ｋｎ 图的边，根据属性 ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ－１

找到所对应的基最小圈对象，知寻找的次数为 ｎＮ；
第 ３ 层加入基最小圈即概念的对象时，即 Ｋｎ 图里的

基最小圈，根据对象 Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｎ（ｎ＋１）
２ －（ｂ－１），找到所

对应的属性，可知寻找的次数为 ｎＮ。 即第 ２ 层和第

３ 层运算次数为 ｎＮ＋ｎＮ ＝ ２ｎＮ，复杂度为 Ｏ（２ｎｎ２），
也就是 Ｏ（ｎ３）。

与定义 ５ 和定义 ６ 找寻概念的方式（即参考文

献［２２］中 １３ 页概念格的生成算法 １）相比，本文提

出的方法更有效。 因为，如果存在 ｜Ｇ ｜个对象， ｜Ｍ ｜
个属性，那么相应的概念格将可能包含 ２ ｜Ｇ ｜ 或 ２ ｜Ｍ ｜

个概念，计算量太大。 而本文构造的概念的算法方

式，由于具有一定的规律性，大大减少了计算量。

３　 应用实例

超市里冷冻猪肉和冷鲜猪肉因储存时间的长
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短不同，价格有很大差别。 当决策者需要判断送货

多少时，也许会出现这家超市里冷鲜猪肉已经卖

完，而另一家超市里的冷鲜肉卖不出去，这时由于

冷鲜猪肉放置太长时间，变成冷冻猪肉而导致价格

下降，造成亏损。 针对这种情况，为了减少亏损，合
理决策冷鲜猪肉配送供给，变得十分重要。

因为供应超市里每个时间段内宰杀猪的数量

一定，所以供货量一定；又因为超市分配每辆货车

行走的公里数一定，油费消耗一定。 根据以上限制

条件，需要货车从供应超市出发到达其他任意两个

供给城市的连锁超市后，再返回原来的供应超市。
为让决策者更快地给出供应超市的货车供给方案，
应对其供货方案和距离进行概念格的可视化建格。

货物（冷鲜肉）将从石家庄市超市出发分别运

往周边的县市超市。 记石家庄市超市为 ｖ１，正定县

超市记为 ｖ２，鹿泉市超市记为 ｖ３，新乐市超市记为

ｖ４，藁城市超市记为 ｖ５。 但是货物运输时由于宰杀

猪数量的限制只能带够发往两个县市超市的货物

量，再回到出发地取货，为了选择出合适的运输方

案，对其进行建格。
根据货车配送路线，ｖ１ 超市距 ｖ２ 超市的距离为

ｂ１ ＝ １５ ｋｍ，ｖ１ 超市距 ｖ３ 超市的距离为 ｂ２ ＝ １５ ｋｍ，ｖ１
超市距 ｖ４ 超市的距离为 ｂ３ ＝ ３８ ｋｍ，ｖ１ 超市距 ｖ５ 超

市的距离为 ｂ４ ＝ ３１ ｋｍ，ｖ２ 超市到 ｖ５ 超市的距离为

ｂ５ ＝ ３９ ｋｍ，ｖ３ 超市到 ｖ５ 超市的距离为 ｂ６ ＝ ５７ ｋｍ，ｖ４
超市到 ｖ５ 超市的距离为 ｂ７ ＝ ５２ ｋｍ，ｖ２ 超市到 ｖ４ 超

市的距离为 ｂ８ ＝ ３３ ｋｍ，ｖ３ 超市到 ｖ４ 超市的距离为

ｂ９ ＝ ６０ ｋｍ，ｖ２ 超市到 ｖ３ 超市的距离为 ｂ１０ ＝ ３４ ｋｍ。
根据任意两个超市之间是否有路相连接，得无向图

的关联矩阵（这里的距离是大约值，具体的取值可

以根据用户的需求来定）：

Ａ ＝
ｖ２
ｖ３
ｖ４
ｖ５

ｂ１ ｂ２ ｂ３ ｂ４ ｂ５ ｂ６ ｂ７ ｂ８ ｂ９ ｂ１０

１ ０ ０ ０ １ ０ ０ １ ０ １
０ １ ０ ０ ０ １ ０ ０ １ １
０ ０ １ ０ ０ ０ １ １ １ ０
０ ０ ０ １ １ １ １ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
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　 　 根据出行人员的实际要求，从城市 ｖ１ 出发后要

经过两个城市再返回原城市，符合基最小圈定义。
建立数学模型，根据无向图的关联矩阵 Ａ 得图 ３ 所

示 Ｋ５ 图模型。 以顶点 ｖ１ 为出发地，根据运送货物

的实际情况，从顶点 ｖ１ 出发运送到其他两个顶点经

过的距离，得送货所有可能的方案分别是 Ｃ１ ＝ ｛ｂ１，

ｂ４，ｂ５｝，Ｃ２ ＝｛ｂ２，ｂ４，ｂ６｝和 Ｃ３ ＝｛ｂ３，ｂ４，ｂ７｝，Ｃ４ ＝ ｛ｂ１，
ｂ３，ｂ８｝，Ｃ５ ＝ ｛ｂ２，ｂ３，ｂ９｝，Ｃ６ ＝ ｛ｂ１，ｂ２，ｂ１０｝。 为在最

短的距离内把货物送完，找出所有的送货路线，提
取里面的规则进行建格。

图 ３　 Ｋ５ 图

Ｆｉｇ．３　 Ｋ５ ｄｉａｇｒａｍ

　 　 根据定义 ３ 得 Ｋ５ 图的二元拟阵的标准

矩阵：

Ａ∗ ＝

Ｃ１

Ｃ２

Ｃ３

Ｃ４

Ｃ５

Ｃ６

ｂ１ ｂ２ ｂ３ ｂ４ ｂ５ ｂ６ ｂ７ ｂ８ ｂ９ ｂ１０

１ ０ ０ １ １ ０ ０ ０ ０ ０
０ １ ０ １ ０ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ １ １ ０ ０ １ ０ ０ ０
１ ０ １ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０
０ １ １ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０
１ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １
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　 　 根据概念格的定义 ４ 建立形式背景，如表 ３。
表 ３　 Ｋ５ 图的形式背景

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｆｏｒｍａｌ ｃｏｎｔｅｘｔ ｏｆ Ｋ５ ｄｉａｇｒａｍ

方案 ｂ１ ｂ２ ｂ３ ｂ４ ｂ５ ｂ６ ｂ７ ｂ８ ｂ９ ｂ１０

Ｃ１ １ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０

Ｃ２ ０ １ ０ １ ０ １ ０ ０ ０ ０

Ｃ３ ０ ０ １ １ ０ ０ １ ０ ０ ０

Ｃ４ １ ０ １ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０

Ｃ５ ０ １ １ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０

Ｃ６ １ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １

　 　 利用表 ３ 中 Ｋ５ 图的形式背景，根据本文所给出

算法过程，进行概念格 Ｈａｓｓｅ 图的建立。
１）Ｃ：＝｛Ｐ′，Ｐ｝初始化属性集合 Ｂ＝⌀。
２）找第 ２ 层的概念，根据属性 ｂ１、ｂ２、ｂ３、ｂ４、ｂ５、

ｂ６ 找到所对应的基最小圈对象 Ｃ１Ｃ４Ｃ６、Ｃ２Ｃ５Ｃ６、
Ｃ３Ｃ４Ｃ５、Ｃ１Ｃ２Ｃ３ 得到概念 （Ｃ１Ｃ４Ｃ６， ｂ１ ）、（Ｃ２Ｃ５Ｃ６，
ｂ２）、（Ｃ３Ｃ４Ｃ５，ｂ３）、（Ｃ１Ｃ２Ｃ３，ｂ４）。

３）找第 ３ 层的概念，根据完全图 Ｋｎ 的特点，由
对象 Ｃ１、 Ｃ２、 Ｃ３、 Ｃ４、 Ｃ５、 Ｃ６ 找到所对应的属性

ｂ１ｂ４ｂ５、ｂ２ｂ４ｂ６、ｂ３ｂ４ｂ７、ｂ１ｂ３ｂ８、ｂ２ｂ３ｂ９、ｂ１ｂ２ｂ１０得到概念

（Ｃ１， ｂ１ｂ４ｂ５ ）、 （ Ｃ２， ｂ２ｂ４ｂ６ ）、 （ Ｃ３， ｂ３ｂ４ｂ７ ）、 （ Ｃ４，
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ｂ１ｂ３ｂ８）、（Ｃ５，ｂ２ｂ３ｂ９）、（Ｃ６，ｂ１ｂ２ｂ１０）。
４）把第 １ 层和第 ４ 层概念（Ｏ，｛｝）和（｛｝，Ｐ），根

据定义 ６ 和引理 ２ 的偏序关系（Ｃ１，ｂ１）≤（Ｃ２，ｂ２）⇔
Ｃ１⊆Ｃ２（⇔ｂ２⊆ｂ１），对满足概念格子概念－父概念的

关系［２３］，把第 １ 层的概念（Ｏ，｛ ｝）与第 ２ 层的概念

建立连线，第 ４ 层的概念（｛｝，Ｐ）与第 ３ 层概念建立

连线加入到步骤 ２）和 ３）组成的二部图中，得到概

念格的 Ｈａｓｓｅ 示图，如图 ４。

图 ４　 Ｋ５ 图的概念格

Ｆｉｇ．４　 Ｃｏｎｃｅｐｔ ｌａｔｔｉｃｅ ｏｆ Ｋ５ ｄｉａｇｒａｍ

从图 ４ 中可以看出，满足 ｂ１ 这段距离油耗的货

车有且仅有 Ｃ１、Ｃ４、Ｃ６ 方案，满足 ｂ２ 这段距离油耗

的货车有且仅有 Ｃ２、Ｃ５、Ｃ６ 方案，满足 ｂ３ 这段距离

油耗的货车有且仅有 Ｃ３、Ｃ４、Ｃ５ 方案，满足 ｂ４ 这段

距离油耗的货车有且仅有 Ｃ１、Ｃ２、Ｃ３ 方案，还可以快

速地计算出每个方案需要走的距离里程。 若采用

方案 Ｃ１，需走的距离里程为 ｂ１＋ｂ４＋ｂ５ ＝ ８５ ｋｍ；若采

用方案 Ｃ２，需走的距离里程为 ｂ２＋ｂ４＋ｂ６ ＝ １０３ ｋｍ；若
采用方案 Ｃ３，需走的距离里程为 ｂ４＋ｂ６＋ｂ７ ＝ １４０ ｋｍ；
若采用方案 Ｃ４，需走的距离里程为 ｂ１ ＋ ｂ３ ＋ ｂ８ ＝
８６ ｋｍ；若采用方案 Ｃ５，需走的距离里程为 ｂ２ ＋ｂ３ ＋
ｂ９ ＝ １１３ ｋｍ；采用方案 Ｃ６，需要走的距离里程为 ｂ１＋
ｂ２＋ｂ１０ ＝ ６４ ｋｍ。 从中比较可知，若运送货物途经距

离最短，可以选择方案 Ｃ６。
从图 ４ 中可快速地筛选出运输最短路径的运输

方案和最长路径的运输方案，方便出行者对出行方

案的选择。 在其他复杂网络中，两个顶点之间会出

现两条边，比如重边的情况，在寻找哪种方案最优

时，可能出现多种方案，而本文开始时就已经删除

了那些对选择方案无用的边，因此从概念格的

Ｈａｓｓｅ 图中很容易看出哪个方案最优，不需要出行

者进行 ２ 次或更多次的重新比较。

４　 结束语

根据京津冀紧密对接的一体化交通网络。 基

于出行者对于交通网络路径的选择，根据实际生活

中的一些属性条件的限制，在 Ｋｎ 图模型中，根据三

角形圈的一种特殊性，寻找规律，结果发现，对 Ｋｎ 图

拟阵的标准矩阵的形式背景产生 ４ 层。 根据此规律

进行建格，提出利用二元拟阵的 Ｋｎ 图的概念格的建

格方法。 相比最基本的建格方法，此方法的计算量

要少很多。 通过实例发现，针对这种特殊的形式背

景，出行者在提取有用的方案时，会更加快速、方
便。 由于研究背景和素材来源于实践，这类事件很

多，因此提出的方法具有很好的推广意义和应用前

景。 在接下来的研究中，将会在 Ｋｎ 图中加入权值，
进行距离和时间等多种属性的研究。
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