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依概率收敛的改进粒子群优化算法

钱伟懿，李明
（渤海大学 数理学院，辽宁 锦州 １２１０１３）

摘　 要：粒子群优化算法是一种随机优化算法，但它不依概率 １ 收敛到全局最优解。 因此提出一种新的依概率收敛
的粒子群优化算法。 在该算法中，首先引入了具有探索和开发能力的两个变异算子，并依一定概率对粒子当前最好
位置应用这两个算子，然后证明了该算法是依概率 １ 收敛到 ε⁃最优解。 最后，把该算法应用到 １３ 个典型的测试函数
中，并与其他粒子群优化算法比较，数值结果表明所给出的算法能够提高求解精度和收敛速度。
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　 　 粒子群优化算法是 Ｋｅｎｎｅｄｙ 等［１］ 在 １９９５ 年提

出的一种群体搜索的随机优化算法。 由于 ＰＳＯ 算

法的参数少而且易操作，所以在实际问题中得到了

广泛的应用。 对 ＰＳＯ 算法的研究主要有以下几个

方面：１）对 ＰＳＯ 算法自身参数的改进，这方面的工

作主要关于惯性权重的自适应改进［２－９］ 和对学习因

子的改进［９－１１］；２）将其他进化算法与 ＰＳＯ 相结合，
比如，遗传算法与 ＰＳＯ 算法结合［１２－１３］，差分进化算

法与 ＰＳＯ 算法结合［１４］，模拟退火算法与 ＰＳＯ 算法

结合［１５］；３）在 ＰＳＯ 算法引入一些改进 ＰＳＯ 算法性

能的其他算子，比如，把高斯扰动策略加入粒子群

优化算法中［１６］，把均匀设计方法引入到粒子群优化

算法中［１７］，把变异策略［１８］、精英策略［１９］、局部搜索

策略［２０］及邻域搜索策略［２１］ 引入到粒子群优化算法

中；４）ＰＳＯ 算法的理论分析，比如，基于线性系统理

论研究 ＰＳＯ 收敛性［２２－２５］，基于随机过程研究 ＰＳＯ
收敛性［２６］，但是粒子群算法不依概率收敛［２６］。 本

文给出了一种依概率 １ 收敛的 ＰＳＯ 算法，该算法在

标准粒子群优化算法实施位置更新后按一定概率

对较好的粒子实施具有开发能力的变异操作，对较

差的粒子实施具有探索能力的变异操作，从而平衡

了算法的全局搜索能力和局部搜索能力，提高了算



法的效率，另外，证明了该算法依概率 １ 收敛到 ε⁃
最优解。 实验结果表明，提出的算法能够提高全局

搜索能力，算法的收敛速度明显加快。

１　 标准 ＰＳＯ 算法

标准粒子群算法中，粒子群由 Ｎｐ 个粒子组成，
在时刻 ｋ，第 ｉ 个粒子在 ｄ 维空间中速度和位置的更

新公式为

ｖｋ＋１ｉｄ ＝ ωｖｋｉｄ ＋ ｃ１ｒ１（ｐｋ
ｉｄ － ｘｋ

ｉｄ） ＋ ｃ２ｒ２（ｐｋ
ｇｄ － ｘｋ

ｉｄ）
（１）

ｘｋ＋１
ｉｄ ＝ ｘｋ

ｉｄ ＋ ｖｋ＋１ｉｄ （２）
式中：ｉ＝ １，２，…，Ｎｐ，ｄ ＝ １，２，…，Ｄ，Ｄ 为决策变量的

维数，ω 为惯性权重，ｘｋ
ｉ ＝（ｘｋ

ｉ１，ｘｋ
ｉ２，…，ｘｋ

ｉＤ）表示粒子 ｉ
的当前的位置；ｖｋ

ｉ ＝ （ ｖｋｉ１，ｖｋｉ２，…，ｖｋｉＤ）是粒子 ｉ 的当前

的速度；Ｐｋ
ｉ ＝ （ ｐｋ

ｉ１，ｐｋ
ｉ２，…，ｐｋ

ｉＤ）是粒子 ｉ 当前最优位

置，Ｐｋ
ｇ ＝ （ｐｋ

ｇ１，ｐｋ
ｇ２，…，ｐｋ

ｇＤ）是全局最优位置；ｃ１、ｃ２ 是

加速度因子，ｒ１、ｒ２ 是 ０～１ 之间的随机数。 第 ｋ 次迭

代的惯性权重表示为

ωｋ ＝ （ωｓｔａｒｔ － ωｅｎｄ）
Ｋｍａｘ － ｋ
Ｋｍａｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ωｅｎｄ （３）

式中：ωｓｔａｒｔ、ωｅｎｄ分别为最初和最终的惯性权重，Ｋｍａｘ

是最大迭代步。

２　 改进的 ＰＳＯ 算法

提高 ＰＳＯ 算法性能的有效方法之一就是平衡

算法的探索能力和开发能力。 我们的目的是对粒

子所经历的最好位置进行操作，一方面能够使其跳

出局部最优；另一方面使其具有一定的局部搜索能

力。 为此，给出两个变异算子：

Ｐ
－ ｋ

ｉｄ ＝ Ｐｋ
ｉｄ·ρ１Ｎ（０，σ２） （４）

Ｐ
－ ｋ

ｉｄ ＝ Ｐｋ
ｉｄ ＋ ρ２Ｎ（０，σ２） （５）

式中：ρ１＞１ 和 ρ２＞１ 是常数，Ｎ（０，σ２）是具有时变标

准差 σ 的高斯分布的随机变量，σ 表示为

σ ＝ σｍａｘ － （σｍａｘ － σｍｉｎ）
ｋ

Ｋｍａｘ
（６）

式中：σｍａｘ和 σｍｉｎ是标准差 σ 的最终和初始值，ｋ 是

当前迭代步，Ｋｍａｘ是最大迭代步。 因为 ρ１Ｎ（０，σ２）
的值比 １ 大或比 １ 小，又因为 Ｐｋ

ｉｄ·ρ１Ｎ（０，σ２）是一

个随机值，所以它比 Ｐｋ
ｉｄ大或小，这样 Ｐ

－ｋ
ｉｄ可能远离

Ｐｋ
ｉｄ，因此说式（４）具有一定的全局搜索能力。 另一

方面，式（５）表明在 Ｐｋ
ｉｄ附近搜索，因此式（５）具有一

定的局部搜索能力。
如果每次都对Ｐｋ

ｉ 实施式（４）或式（５）的变异操

作，那么导致算法运行时间长，因此按一定概率 μ 对

Ｐｋ
ｉ 实施式（４）或式（５）的变异操作，即当 ｆ（Ｐｋ

ｉ ）≤ｆａｖｅ
时，对Ｐｋ

ｉ 按概率 μ 实施式（５）的变异操作，当ｆ（Ｐｋ
ｉ ）＞

ｆａｖｅ时，对Ｐｋ
ｉ 按概率 μ 实施式（４）的变异操作，其中

ｆａｖｅ ＝
１
Ｎｐ
∑
Ｎｐ

ｊ ＝ １
ｆ（Ｐｋ

ｊ ）， （７）

μ ＝

α（ ｆａｖｅ － ｆ（Ｐｋ
ｉ ））

ｆａｖｅ － ｆ（Ｐｋ
ｇ）

，　 　 ｆ（Ｐｋ
ｉ ） ≤ ｆａｖｅ

α（ ｆ（Ｐｋ
ｉ ） － ｆａｖｅ）

ｆｍａｘ － ｆａｖｅ
， 　 　 ｆ（Ｐｋ

ｉ ） ＞ ｆａｖｅ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（８）

式中：ｆｍａｘ ＝ ｍａｘ
１≤ｉ≤Ｎｐ

｛ ｆ（Ｐｋ
ｉ ）｝，α 是一个自适应参数，它

被定义为

α ＝ １ － ０．８ ｋ
Ｋｍａｘ

（９）

　 　 由式（８）知，对适应值较好的粒子实施局部搜

索的概率较大，而对适应值较差的粒子实施全局搜

索的概率较大。 由于当算法迭代到后期，粒子比较

集中，从而导致
ｆａｖｅ－ｆ（Ｐｋ

ｉ ）
ｆａｖｅ－ｆ（Ｐｋ

ｇ）
或

ｆ（Ｐｋ
ｉ ）－ｆａｖｅ

ｆｍａｘ－ｆａｖｅ
接近 １，若 α

大，那么实施式（４）或式（５）的变异操作的粒子较

多，从而导致算法运算时间长，因此按式（９）实行单

调递减策略。
位置与速度越界处理：

ｘｋ＋１
ｉｄ ＝

ｘｋ＋１
ｉｄ ，　 　 　 ｌｄ ≤ ｘｋ＋１

ｉｄ ≤ ｕｄ

ｌｄ ＋ ｒａｎｄ（）·（ｕｄ － ｌｄ），　 　 其他{
（１０）

ｖｋ＋１ｉｄ ＝
ｖｋ＋１ｉｄ ， ｖｍｉｎ ≤ ｖｋ＋１ｉｄ ≤ ｖｍａｘ

ｖｍｉｎ， ｖｋ＋１ｉｄ ＜ ｖｍｉｎ

ｖｍａｘ， ｖｋ＋１ｉｄ ＞ ｖｍａｘ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１１）

式中：ｖｍｉｎ
ｄ ＝ ０．５ｌｄ，ｖｍａｘ

ｄ ＝ ０．５ｕｄ。
改进 ＰＳＯ 算法的流程如下：
１）设置参数，随机初始化粒子的位置和速度，

计算各粒子的适应度，确定每个粒子的经历过的最

优位置及全局最优位置，令 ｋ＝ １；
２）按式（３）计算惯性权重，并按式（１）和式（２）

进行速度与位置更新；
３） 按式（１０）和式（１１）进行越界处理；
４） 对粒子 ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，Ｎｐ）计算其适应值，更

新其经历过的最优位置Ｐｋ＋１
ｉ 和全局最优位置Ｐｋ＋１

ｇ ，
并按式（７）计算 ｆａｖｅ；

５） 若 ｆ（Ｐｋ＋１
ｉ ）≤ｆａｖｅ，按式（９）计算 α，按式（８）计

算 μ，在［０，１］选取一个随机数 ｒａｎｄ，若 ｒａｎｄ＜ μ，则
按式（６）计算 σ，按式（５）更新粒子经历过的最优位

置，得到Ｐ
－ｋ＋１

ｉ ，转 ７）；
６）若 ｆ（Ｐｋ＋１

ｉ ）＞ｆａｖｅ，按式（９）计算 α，按式（８）计
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算 μ，在［０，１］选取一个随机数 ｒａｎｄ，若 ｒａｎｄ＜ μ，则
按（６）式计算 σ，按（４）式更新粒子经历过的最优位

置，得到Ｐ
－ｋ＋１

ｉ ；
７）令

Ｐｋ＋１
ｉ （ｎｅｗ） ＝

Ｐ－ ｋ＋１
ｉ ， ｆ（Ｐ－ ｋ＋１

ｉ ） ＜ ｆ（Ｐｋ＋１
ｉ ）

Ｐｋ＋１
ｉ ， ｆ（Ｐ－ ｋ＋１

ｉ ） ≥ ｆ（Ｐｋ＋１
ｉ ）{ ；

　 　 ８） 令Ｐｋ＋１
ｉ ＝Ｐｋ＋１

ｉ （ｎｅｗ），更新Ｐｋ＋１
ｇ ；

９） 判断是否满足终止条件（本文采用最大迭代

步），若满足则输出结果，否则令 ｋ＝ ｋ＋１，转 ２）。

３　 收敛性分析

本文考虑如下全局优化问题：
ｍｉｎｉｍｉｚｅ ｆ（ｘ）
ｓｕｂｊｅｃｔ ｔｏ ｘ ∈ Ｓ

式中：ｆ：Ｓ→Ｒ 是实值函数， Ｓ ＝ ｛ ｘｍｉｎ ≤ ｘ≤ ｘｍａｘ ｝，
ｘｍｉｎ ＝（ ｌ１，ｌ２，…，ｌＤ），ｘｍａｘ ＝（ｕ１，ｕ２，…，ｕＤ）。

定义 １　 设 ｆ（ｘ）是实值函数，ｘ∗∈Ｓ，若对任意

ｘ∈Ｓ，
ｆ（ｘ∗） ≤ ｆ（ｘ）

则称 ｘ∗为 Ｓ 的全局最优解。
定义 ２　 对任意 ε＞０，设

Ｂε ＝ ｘ ∈ Ｓ ｆ（ｘ） － ｆ（ｘ∗） ＜ ε{ }

则称 Ｂε 为 ε 最优解集，ｘ∈Ｂε 被称为 ε⁃最优解。
本文假设 μ（Ｂε）＞０， 其中 μ 为勒贝格测度。
由定义 １ 和 ２ 得：

ｘｋ＋１
ｉｄ ＝ ｘｋ

ｉｄ ＋ ωｋｖｋｉｄ ＋ ｃ１ｒ１（ｐｋ
ｉｄ － ｘｋ

ｉｄ） ＋ ｃ２ｒ２（ｐｋ
ｇｄ － ｘｋ

ｉｄ）
（１２）

　 　 由式（１２）可看出，在第 ｋ＋１ 代粒子群中第 ｉ 个
粒子的状态由ｘｋ

ｉ 、ｖｋ
ｉ 、Ｐｋ

ｉ 、Ｐｋ
ｇ 决定，所以令 φｉ ＝（ｘｉ，ｖｉ，

Ｐ ｉ，Ｐｇ）∈Γ，其中 Γ＝Ｓ×Ｖ×Ｓ×Ｓ∈Ｒ４Ｄ。
定义 ３　 设 ΦＮｐ

＝ ｛Φ丨Φ ＝ （φ１，…，φＮｐ
），φｉ ∈

Γ，ｉ ＝ １，…，Ｎｐ｝，则称 ΦＮｐ为状态空间，Φ∈ΦＮｐ称为

状态。
定义 ４　 设 Ω ＝ ｛ω ｜ ω ＝ （Φ１，Φ２，Φ３，…），

Φｋ ∈ΦＮｐ，∀ｋ｝， 则称 Ω 为样本空间，ω∈Ω 称为状

态序列，其中Φｋ ＝（φｋ
１，φｋ

２，…，φｋ
Ｎｐ
），φｋ

ｉ ＝ （ｘｋ
ｉ ，ｖｋｉ ，Ｐｋ

ｉ ，
Ｐｋ

ｇ）。
由改进算法可知，ｆ（Ｐｋ＋１

ｇ ）≤ｆ（Ｐｋ
ｇ），所以有如下

引理。
引理 １　 对∀ｋ≥１，若 Ｐｋ

ｇ∈Ｂε，则Ｐｋ＋１
ｇ ∈Ｂε。

引理 ２　 对∀ｉ，ｋ，若Ｐ
－ｋ
ｉ∈Ｂε，那么Ｐｋ＋１

ｉ （ｎｅｗ） ∈Ｂε。

证明　 如果Ｐｋ
ｉ（ｎｅｗ）＝ Ｐｋ

ｉ ，由算法 ７）知 ｆ（Ｐ
－ｋ

ｉ ）≥

ｆ（Ｐｋ
ｉ ），再由Ｐ

－ｋ
ｉ ∈Ｂε 有 Ｐｋ

ｉ ∈Ｂε，从而 Ｐｋ＋１
ｉ （ ｎｅｗ）∈

Ｂε；如果Ｐｋ
ｉ（ｎｅｗ）＝ Ｐ

－ｋ
ｉ ，则结论是显然的。

引理 ３　 ∀Φ∈ΦＮｐ
，Ｐｋ＋１

ｇ 由算法生成的，则存在

ρ＞０，使得
ｐｒ（Ｐｋ＋１

ｇ ∈ Ｂε ｜ Φｋ ＝ Φ） ≥ ρ
式中 ｐｒ 表示概率测度。

证明　 如果Ｐｋ
ｉ 实施变异算子（４）或（５）操作，

则令 χ（Ｐ
－ｋ

ｉ ）＝ １，否则令 χ（Ｐ
－ｋ

ｉ ）＝ ０，由算法步骤 ５）和
步骤 ６）及式（８）有

ｐｒ（χ（Ｐ
－ ｋ＋１

ｇ ） ＝ １） ＝ α，ｐｒ（χ（Ｐ
－ ｋ＋１

ｇ ） ＝ ０） ＝ １ － α
于是

ｐｒ（Ｐｋ＋１
ｇ ∈ Ｂε ｜ Φｋ ＝ Φ） ≥ ｐｒ（χ（Ｐ

－ ｋ＋１
ｇ ） ＝ １）·

ｐｒ（（Ｐｋ＋１
ｇ ∈ Ｂε ｜ Φｋ ＝ Φ） ｜ χ（Ｐ

－ ｋ＋１
ｇ ） ＝ １） ＝

α·ｐｒ（（Ｐｋ＋１
ｇ ∈ Ｂε ｜ Φｋ ＝ Φ） ｜ χ（Ｐ

－ ｋ＋１
ｇ ） ＝ １） ＝

α·ｐｒ（Ｐｋ＋１
ｇ （ｎｅｗ） ∈ Ｂε ｜ Φｋ ＝ Φ）

　 　 由引理 ２ 有

ｐｒ（Ｐｋ＋１
ｇ ∈Ｂε ｜ Φｋ ＝ Φ） ≥α·ｐｒ（Ｐ

－ｋ＋１
ｇ ∈Ｂε ｜ Φｋ ＝ Φ）

　 　 由于Ｐ
－ｋ＋１

ｇ 的每个分量是独立的，再由式（５）知，

随机变量Ｐ
－ｋ＋１

ｇ 的密度函数为

ｇ（ｘ１，ｘ２，…，ｘＤ） ＝
１

２πσρ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｄ

ｅｘｐ（－∑
Ｄ

ｄ ＝ １

（ｘｄ － ｐｋ＋１ｇｄ ）２

２σ２ρ２２
）

于是

ｐｒ（ ｐ－ ｋ＋１
ｇ ∈ Ｂε Φｋ ＝ Φ） ＝

∫
Ｂε
ｇ（ｘ１，ｘ２，…，ｘＤ）ｄｘ１ｄｘ２…ｄｘＤ ≥

１
２πσｍａｘρ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｄ

ｅｘｐ（ － Ｄ ２ｍ２

σｍｉｎ
２ρ２

２

）μ（Ｂε）

式中 ｍ＝ ｍａｘ
１≤ｉ≤Ｄ

｛ ｜ ｌｉ ｜ ， ｜ ｕｉ ｜ ｝。

令 ρ＝
１

２πσｍａｘρ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｄ

ｅｘｐ（－Ｄ ２ｍ２

σｍｉｎ
２ρ２

２

）μ（Ｂε），则

ｐｒ（Ｐｋ＋１
ｇ ∈ Ｂε ｜ Φｋ ＝ Φ） ≥ ρ ＞ ０。

　 　 定理 １　 设（Φ１，Φ２，Φ３，…）∈Ω 是由算法任意

生成的状态序列，则序列 ｐｋ
ｇ{ } 依概率 １ 收敛到 ε⁃最

优解，即
ｌｉｍ
ｋ→¥

ｐｒ｛ｐｋ
ｇ ∈ Ｂε｝ ＝ １

　 　 证明　 由算法可知，Φｋ＋１只与Φｋ 有关，所以Φ１，
Φ２，Φ３，…是马尔可夫过程，由马尔可夫过程性质及

引理 １ 可知
ｐｒ（Ｐｋ＋１

ｇ ∉ Ｂε） ＝ ｐｒ（Ｐ１
ｇ ∉ Ｂε）·

∏
ｋ

ｔ ＝ １
ｐｒ（Ｐ ｔ ＋１

ｇ ∉ Ｂε Ｐ ｔ
ｇ ∉ Ｂε） ≤

∏
ｋ

ｔ ＝ １
ｐｒ（Ｐ ｔ ＋１

ｇ ∉ Ｂε Ｐ ｔ
ｇ ∉ Ｂε）
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令

Δ ＝ ｛Φ Ｐｇ ∉ Ｂε｝ ⊂ ΦＮｐ

则∀Φ∈ΦＮｐ
，由引理 ３ 有

ｐｒ（Ｐ ｔ ＋１
ｇ ∉ Ｂε Ｐ ｔ

ｇ ∉ Ｂε） ≤
ｐｒ（Ｐ ｔ ＋１

ｇ ∉ Ｂε Φｔ ＝ Φ） ＝ １ － ρ
于是 ｐｒ（Ｐｋ＋１

ｇ ∈Ｂε）≤１－（１－ρ） ｋ，故
ｌｉｍ
ｋ→¥

ｐｒ｛ｐｋ
ｇ∈Ｂε｝ ＝ １

４　 数值实验

为了评价改进算法（简称，ＩＰＳＯ）的性能，我们

选取文献［２４］中的 １３ 个测试函数进行实验研究。
前 ７ 个函数为高维单峰函数，后 ６ 个函数是高维多

峰函数。 在本文中 １３ 个问题的维数都取 ３０。 ＩＰＳＯ
算法 的 实 验 结 果 与 ＬＤＩＷＰＳＯ［２］、 ＣＤＩＷＰＳＯ［３］、
ＤＡＰＳＯ［４］、和 ＳＳＲＤＩＷＰＳＯ［５］ 实验结果进行比较。
所有算法的共同参数设置如下：ωｓｔａｒｔ ＝ ０． ９，ωｅｎｄ ＝
０．４，Ｎｐ＝ ３０，ｃ１ ＝ ｃ２ ＝ ２，ｖｍｉｎ ＝ ０．５ ｘｍｉｎ，ｖｍａｘ ＝ ０．５ ｘｍａｘ，
Ｋｍａｘ ＝ ３ ０００，ＩＰＳＯ 算法的其他参数设置如下：ρ１ ＝ ２，
ρ２ ＝ ０．１， σｍａｘ ＝ １， σｍｉｎ ＝ ０．２。 所有算法的程序都是

由 ＭＡＴＬＡＢ２００７ 实现，且每个实验独立运行 ３０ 次，
实验结果见表 １ 和表 ２。

表 １　 高维单峰函数的实验结果

Ｔａｂｌｅ １　 Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｏｒ ｕｎｉｍｏｄａｌ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ

测试函数 ＬＤＩＷＰＳＯ ＣＤＩＷＰＳＯ ＤＡＰＳＯ ＳＳＲＤＩＷＰＳＯ ＩＰＳＯ

Ｆ１

最好收敛值 １．８０２ ４×１０－１８ ８．０５５ ３×１０－３９ １．４９０ ６×１０－２０ ６．８９１ ５×１０－５３ ２．９９７ ８×１０－４３

最差收敛值 １．９９８ ０×１０－１５ ７．１３１ ７×１０－２２ ４．７５０ ８×１０－１４ ６．３５７ ７×１０－４３ ４．９４９ ０×１０－３７

平均收敛值 ２．５７５ ９×１０－１６ ２．３８１ ７×１０－２３ ２．１４９ ４×１０－１５ ３．３５３ ２×１０－４４ １．０２６ ２×１０－３８

方差 １．７５９ ６×１０－３１ １．６９５ ２×１０－４４ ７．５６６ ９×１０－２６ ２．０１３ ７×１０－８６ ２．３８４ ３×１０－７５

Ｆ２

最好收敛值 １．１８８ ５×１０－１２ ６．５１５ １×１０－１９ ７．２８９ ３×１０－１４ １．７５４ ５×１０－２４ ４．９２８ １×１０－３２

最差收敛值 ７．２１７ ０×１０－９ １．１９０ ２×１０－１０ ７．８９９ ７×１０－８ ３．３２５ ０×１０－１８ １．１４９ ３×１０－２７

平均收敛值 ３．１２９ ５×１０－１０ ６．８９２ ０×１０－１２ ４．６９６ ６×１０－９ ２．３７８ ８×１０－１９ １．２７１ ９×１０－２９

方差 １．７２１ ０×１０－１８ ６．０５５ ７×１０－２２ ２．４８０ ３×１０－１６ ５．７６４ ２×１０－３７ １．０９９ ７×１０－５６

Ｆ３

最好收敛值 ６８．４５３ ９ １．１８４ ３ ５８．２６９ ４ ０．０９２ ９ ２．３５２ ６×１０－２５

最差收敛值 ６６８．４７６ ２ ５５．９２２ ７ ５７７．００９ ０ ４．０９４ ８ ７．４４７ ０×１０－２１

平均收敛值 ２５５．７４１ ５ １３．９２７ ６ ２３０．０８４ ３ ０．８５８ ９ ７．８６５ ４×１０－２２

方差 ２．４０５ ３×１０４ ０．６２４ ４ １．４９３ ７×１０４ ０．８７７ １ ２．０５８ ４×１０－４２

Ｆ４

最好收敛值 ２．０３６ ５ ０．５３９ ２ １．８２４ １ ０．１２７ ３ １．８１０ １×１０－２１

最差收敛值 ８．２９８ ２ ３．８８３ ０ ８．７４７ ８ ０．９７７ ９ １．００９ ６×１０－１９

平均收敛值 ４．８０７ ３ ２．２５６ １ ５．１８４ ８ ０．４６５ ９ ２．７７０ １×１０－２０

方差 ３．３５５ ２ ０．６２４ ４ ２．６７６ ７ ０．０７０ ２ ３．６９３ ２×１０－４０

Ｆ５

最好收敛值 ０．３３０ ８ ０．００６ ９ ６．６５５ ２ ０．００８ ３ ２３．５６７ ９

最差收敛值 １４７．１４６６ ９６．３５５ ４ １１９．８７７ ５ ９１．９７５ ０ ２４．６３６ ９

平均收敛值 ５０．７７５ ２ ３５．５２３ １ ４４．３０３ ６ ３９．８８６ ９ ２４．１２１ ４

方差 １．４９６ ７×１０３ ８７７．０４７ ８ １．１１６ ４×１０３ ９０６．３５１ ６ ０．０２６ ９

Ｆ６

最好收敛值 ０ ０ ０ ０ ０

最差收敛值 ０ ０ ０ ０ ０

平均收敛值 ０ ０ ０ ０ ０

方差 ０ ０ ０ ０ ０

Ｆ７

最好收敛值 ０．００６ ４ ０．００７ ７ ０．０１３ １ ０．００４ ７ １．９２７ １×１０－６

最差收敛值 ０．０４９ ６ ０．０３５ ５ ０．０４４ １ ０．０２１ ８ ５．２７６ ０×１０－４

平均收敛值 ０．０２４ ８ ０．０１７ １ ０．０２７ ７ ０．０１１ ５ １．４０２ ０×１０－３

方差 １．０８１ １×１０－４ ４．３１２ ５×１０－５ ８．５９８ ９×１０－５ １．５０７ ９×１０－５ １．１１２ ７×１０－８
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表 ２　 高维多峰函数的实验结果

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｏｒ ｍｕｌｔｉｍｏｄａｌ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ

测试函数 ＬＤＩＷＰＳＯ ＣＤＩＷＰＳＯ ＤＡＰＳＯ ＳＳＲＤＩＷＰＳＯ ＩＰＳＯ

Ｆ８

最好收敛值 －１．０３１ ９×１０４ －１．０５３ ６×１０４ －１．０４９ ７×１０４ －９．３１２ ４×１０３ －１．１６２ ２×１０４

最差收敛值 －８．５８２ ０×１０３ －８．９１７ ５×１０３ －８．１６７ ４×１０３ －７．３３８ ３×１０３ －９．４５０ ６×１０３

平均收敛值 －９．２９７ ０×１０３ －９．６９２ ０×１０３ －９．３７８ ８×１０３ －８．０８４ ５×１０３ －１．０３０ １×１０４

方差 ２．２２３ ８×１０５ １．７４１ ４×１０５ ２．２８１ ８×１０５ １．９３２ ３×１０５ １．５８９ ２×１０５

Ｆ９

最好收敛值 １６．９１４ ３ １６．９１４ ３ ２１．８８９ １ ２０．８９４ １ ０

最差收敛值 ４５．７６８ １ ４５．７６８ １ ５０．７４２ ８ ６５．６６７ ２ ０

平均收敛值 ３０．４７０ ３ ２８．６２１ ６ ３４．１９７ ５ ４１．９８７ ２ ０

方差 ５０．４８６ ５ ４９．７４８ ４ ５５．３０８ ４ １３５．８４０ ４ ０

Ｆ１０

最好收敛值 ４．４７１ ４×１０－１０ ７．９９３ ６×１０－１５ ５．３９９ ５×１０－１１ ７．９９３ ６×１０－１５ ８．８８１ ６×１０－１６

最差收敛值 ５．３０２ ０×１０－８ ２．４３６ ９×１０－１１ １．８９９ ７ １．３４０ ４ ４．４４０ ９×１０－１５

平均收敛值 ８．５３６ ４×１０－９ ８．３０５ ７×１０－１３ ０．３３０ １ ０．０６７ ０ ９．１７７ ８×１０－１６

方差 １０４ ５７５×１０－１６ １．９７６ ４×１０－２３ ０．４３２ ３ ０．０８９ ８ １．０５１ ８×１０－３１

Ｆ１１

最好收敛值 ０ ０ ０ ０ ０

最差收敛值 ０．０２９ ６ ０．０４４ ２ ０．０７３ １ ０．０５６ ６ ０

平均收敛值 ０．０１０ ３ ０．０１３ ５ ０．０１４ ２ ０．０１３ ９ ０

方差 ７．７４９ ×１０－５ １．８６４ ×１０－４ ２．９８１ ×１０－４ ２．４１３ ×１０－４ ０

Ｆ１２

最好收敛值 ４．１８８ ×１０－７ １．９２５ ×１０－３２ １．８１２ ×１０－８ １．７８０ ×１０－３２ ５．１２４ ×１０－２４

最差收敛值 ０．４１４ ７ ０．３１１ ０ ０．８３０ ０ ０．６２１ ９ ３．３６５ ８×１０－２０

平均收敛值 ０．０５８ ７ ０．０２７ ６ ０．０８６ ４ ０．０７２ ６ ２．４１２ ９×１０－２１

方差 ０．００８ ７ ０．００５ １ ０．０３４ ２ ０．０２５ ０ ３．０２９ ０×１０－４１

Ｆ１３

最好收敛值 １．４８４ ０×１０－１６ １．３６７ ６×１０－３１ ２．４０８ ６×１０－１７ ３．４４５ ２×１０－３２ ８．０７６ ７×１０－１９

最差收敛值 ０．０１１ ０ ０．０１１ ０ ０．０４３ ９ ０．０４３ ９ ０．０２１ ０

平均收敛值 ０．００３ ３ ０．００３ ７ ０．００６ ０ ０．００２ ７ ０．００２ ７

方差 ２．６２２ ６×１０－５ ２．７７５ ２×１０－５ １．０７６ ９×１０－４ １．０００ ７×１０－４ ３．４６５ ５×１０－５

　 　 从表 １ 可以看出，除了测试函数 Ｆ１、Ｆ５ 和 Ｆ６

外，ＩＰＳＯ 算法与其他 ４ 种算法相比，在寻优能力和

稳定性方面明显优于其他 ４ 种算法，特别是测试函

数 Ｆ３ 和 Ｆ４，其他 ４ 种算法不能获得到最优解，而
ＩＰＳＯ 算法能够得到较理想的最优解，且稳定性也非

常好。 对于测试函数 Ｆ１ 来说， ＩＰＳＯ 算法不如

ＳＳＲＤＩＷＰＳＯ 算法，但是优于其他 ３ 种算法。 对于测

试函数 Ｆ５ 来说，ＩＰＳＯ 算法的最好收敛值不如其他 ４
种算法，但是对于平均收敛值和方差来说，ＩＰＳＯ 算

法优于其他 ４ 种算法。 对于测试函数 Ｆ６，ＩＰＳＯ 算法

与其他 ４ 种算法获得相同的结果。 总之，对于高维

单峰函数来说 ＩＰＳＯ 算法有一定优势，其原因如下：
函数 Ｆ１ ～Ｆ７ 都单峰函数，由于 ＩＰＳＯ 算法有较好的

局部搜索能力，所以 ＩＰＳＯ 算法对于单峰函数具有

一定优势。 函数 Ｆ１ 是非线性简单的单峰函数，所以

大多数算法都能够找到最优解；函数 Ｆ５ 是很难极小

化的典型病态二次函数，由于其全局最优解与可达

到的局部最优之间有一道狭窄的山谷，所以算法很
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难辨别搜索方向，找到全局最优解的机会很小，因
此 ５ 种算法都没有找到全局最优解，而函数 Ｆ７ 是含

有随机变量的函数，由于目标函数不确定，找到非

常理想的全局最优解也是较困难的。
从表 ２ 可以看出，除了测试函数 Ｆ１２ 和 Ｆ１３ 外

ＩＰＳＯ 算法与其他 ４ 种算法相比，在寻优能力和稳定

性方面明显优于其他 ４ 种算法，特别是测试函数 Ｆ９

和 Ｆ１１，其他 ４ 种算法不能获得较好最优解，而 ＩＰＳＯ
算法能够得到非常理想的最优解，且稳定性也非常

好。 对于测试函数 Ｆ１２来说，关于最好收敛值，ＩＰＳＯ
算法不如 ＳＳＲＤＩＷＰＳＯ 和 ＣＤＩＷＰＳＯ 算法，但是优于

其他两种算法，而关于最差收敛值、平均收敛值和

方差，ＩＰＳＯ 算法远好于其他 ４ 种算法。 对于测试函

数 Ｆ１３ 来 说， 对 于 最 好 收 敛 值 ＩＰＳＯ 算 法 不 如

ＳＳＲＤＩＷＰＳＯ 和 ＣＤＩＷＰＳＯ 算法，对于平均收敛值，
ＩＰＳＯ 算法与 ＳＳＲＤＩＷＰＳＯ 算法一样优于其他 ３ 种算

法。 总之，除了函数 Ｆ８ ～ Ｆ１３外，对于其他函数 ＩＰＳＯ
算法都能够得到满意结果，其原因如下：函数 Ｆ８ ～
Ｆ１３都是多峰函数且有较多局部最优解，由于 ＩＰＳＯ
算法按一定概率对适应值较差的粒子实行全局搜

索，对于适应值较好的粒子实行局部搜索，所以

ＩＰＳＯ 算法对于解决多峰函数有一定优势。 但是由

于函数 Ｆ８ 的全局最优解与局部最优相距较远，且有

一定的欺骗性，导致算法朝着错误方向搜索，因此

不易找到满意的全局最优解；函数 Ｆ１３含有大量深度

不同的“坑”，导致算法陷入第一个坑后不易跳出

来，因此也不易找到满意的全局最优解。
为了更清楚且直观地比较各种算法的收敛性，

我们分别从高维单峰函数和高维多峰函数中选取 ３
个函数进行收敛曲线分析，图 １～图 ３ 分别表示测试

函数 Ｆ１、Ｆ４、和 Ｆ６ 的收敛曲线，其中用 １００－１００代替

０。 图 ４～图 ６ 分别表示测试函数 Ｆ８、Ｆ１０和 Ｆ１２的收

敛曲线。

图 １　 函数 Ｆ１ 的收敛曲线

Ｆｉｇ．１　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎ Ｆ１

图 ２　 函数 Ｆ４ 的收敛曲线

Ｆｉｇ．２　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎ Ｆ４

图 ３　 函数 Ｆ６ 的收敛曲线

Ｆｉｇ．３　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎ Ｆ６

从图 １～６ 中可以看出，对于函数 Ｆ４、Ｆ１０和 Ｆ１２，
ＩＰＳＯ 算法的收敛速度及求解精度明显优于其他 ４
种算法，对于函数 Ｆ６，虽然求解精度一样，但是 ＩＰＳＯ
算法的收敛速度明显比其他 ４ 种算法收敛快，对于

函数 Ｆ１，虽然收敛精度 ＩＰＳＯ 算法不如 ＳＳＲＤＩＷＰＳＯ
算法，但是他较快收敛到人们比较满意精度，对于

函数 Ｆ８，ＩＰＳＯ 算法的求解精度略优于其他 ４ 种算

法。 总之， ＩＰＳＯ 算法有较好的收敛速度和求解

精度。

图 ４　 函数 Ｆ８ 的收敛曲线

Ｆｉｇ．４　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎ Ｆ８
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图 ５　 函数 Ｆ１０的收敛曲线

Ｆｉｇ．５　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎ Ｆ１０

图 ６　 函数 Ｆ１２的收敛曲线

Ｆｉｇ．６　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎ Ｆ１２

５　 结束语

针对标准 ＰＳＯ 算法不依概率收敛和易出现早

熟收敛等缺点，提出了标准粒子群优化算法中增加

了具有开发能力和探索能力两个变异算子，其目的

是平衡算法的全局探索能力和局部搜索能力。 并

且从理论上证明所提出算法依概率 １ 收敛到 ε⁃最优

解。 数值结果表明，所提出的算法较大提高了全局

寻优能力且具有较好的鲁棒性。 在未来的工作中，
将对变异算子中的参数设置进一步研究，以便提高

算法收敛精度与收敛速度。
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