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因素空间中属性约简的区分函数
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摘    要：粗糙集用属性所构建的信息系统来描写事物，用各种细化的熵指标来实现信息的标度，为挖掘知识的关系数

据库提供了数学基础，当前人们最关注的是她在属性约简中所能发挥的作用。但是它用以约简的区分函数定义不清

楚，当没有属性能区分两个对象时，相应的属性变量为什么不取 0 而是取 1？这一问题成为粗糙集应用的一个瓶颈。

本文的目的是要为区分函数寻找更合理的解释和运用。所采用的方法是，首先要对属性名之间的运算要下定义，属性

名与属性值不同，如果用属性值的运算来代替属性名的运算，就会在理解上出现混乱。为此，我们用因素空间的理

论，将属性名视为因素，用因素之间的运算来定义属性名的运算，使区分函数有了明确的定义，同时也清楚解释了属

性变量在特殊情况下为何取 1 的问题。这一结果说明因素空间可以加深粗糙集的理论基础，提高其解决问题的能力。
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Abstract: To enable description, Rough Set theory uses an information system constructed by attributes, and various de-
tailed entropy indexes are employed to achieve the scale of information; this provides a mathematical basis for know-
ledge mining of relational databases. Current research is focused on the role that Rough Set plays in attribute reduction;
however, definition of the discernibility function used for attribute reduction is unclear. For example, when there is no
attribute to distinguish between two objects, it is unclear why 1 is used instead of 0 for the corresponding attribute vari-
able. As such, this problem causes a bottleneck when applied in Rough Set. The aim of this paper is to find a more reas-
onable explanation and application for discernibility functions. The method firstly defines the operation between attrib-
ute names, which is different from the operation between attribute values, and the attribute name is different from the at-
tribute value. If operation of the attribute value is confused with that of the attribute name, the meaning will sub-
sequently be unclear. To avoid such confusion, Factor Space theory is employed, as it treats attribute names as factors.
The theory uses the operation between factors to define the operation of the attribute name, enabling clear definition of
the discernibility function, and explains why the attribute variable takes the value of 1 under special circumstances. Res-
ults indicate that Factor Space theory can deepen the theoretical basis of Rough Set and improve its ability to solve prob-
lems.
Keywords: factor space; rough set; factor reduction; discernibility function; factorial causality analysis

粗糙集[1]、形式概念分析[2]和因素空间[3]是在

1982 年同时诞生的 3 个数学流派。3 种理论都明确

地把知识与思维过程作为数学描述的对象，可被视

为智能数学的代表。其中，在数据库中最早付诸实
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践的是粗糙集。其领军人物 Polkowski 和 Skowron[4]

在 1989 发表的《粗糙集与知识发现》一文引领了

第十届国际人工智能大会上所提出的 KDD(数据库

知识发现) 的新潮流。粗糙集用属性所构建的信息

系统来描写事物，用各种细化的熵指标来实现信息

的标度，为数据知识挖掘提供了理论基础。相比之

下，Wille 的形式概念分析就没有那么明确的实际背

景。他的理论是在被埋没了 12 年之后，才被人们发

现的。他的《形式概念分析》一书围绕概念格提取

这一主题而展开，数学严谨。集合论向世人强调了

任何概念的外延都是一个集合。但若反过来问：任

何集合都一定是概念的外延吗？就不好回答了。

Wille 明确地回答：No！他第一次明确地从数学上提

出了内涵与外延之间的对合性条件，只有满足对合

性的集合和属性对才能形成概念。这是他的重要贡

献。在这一点上粗糙集的用词就显得太粗糙了。它

把由任一映射所形成的划分都叫做知识，那么，任

一集合都可以由其特征函数形成一个划分。由此可

推得：任一集合必是某概念的外延，这就与 Wille 的

理论产生了矛盾。人工智能要运用概念进行识别与

搜索，内涵是我们识别事物的依据，外延是我们实

现搜寻的结果，如果内涵与外延不相一致，那么人

工智能就不具备实践的前提。这不能不说是粗糙集

在用词上的一个疏忽。

· · · · · ·
在对属性的称呼上也存在着矛盾。例如，颜色

有红、黄、蓝  之分，是把颜色叫做一个属性，还

是把红、黄、蓝等都叫做属性？属性的英文是 At-
tribute。Wille 曾以科教片《生物与水》为例来区

分说：鱼和水草都是“在水中生活”而狗和豆却是“在
陆地上生活”。他把“在水中生活”与“在陆地上生

活”这两个词视为两个不同的 attribute[16]。可见，At-
tribute 是指属性的状态，而不是指“生物栖性”这一

属性名称。但是，粗糙集则把汽车按颜色、车长、车

重、马力、里程等属性来分类，在那里，Attribute 指

的是颜色、车长、车重，它们都是属性的名称而不是

属性值[15]。这两种不同的用法一直被国人懵懂地引

用着。细心的学者把 Wille 的 Attribute 译成属性值

而把粗糙集中的 Attribute 译成属性名，这是十分明

智的。

以上矛盾并没有影响粗糙集与形式概念的融

合，二者求同存异，彼此互补，都得到了良好的发

展[5-6]。Wille 的形式背景表以属性值来分列，而粗

糙集的信息系统表以属性名来分列，前者的应用效

率是比不上后者的。所以，粗糙集在应用邻域一直

先行。在跨世纪的年代里，粗糙集在属性约简方面

一度在机器学习的应用邻域走红，当时，特征提取

仍然是人工智能的瓶颈，特征要靠专家的经验来提

取，这就必须限定识别空间的维数。在高维度数据

面前，如何降低维度是最大的关键。于是，粗糙集

的属性约简方法被人们视为新的希望。出现了大量

应用属性约简来提取特征的研究[7-9]。尤其是支持

向量机与属性约简相结合[10]，更使人注目。遗憾的

是，这个时期不太长久，属性约简目前已经减弱

了。因为属性约简要用到一个概念工具，叫做区分

矩阵（或差异矩阵）。正是由于这个概念的奇特性

影响了事态发展。为了说明这件事情，需要回顾一

下有关定义。

1   粗糙集信息系统

在粗糙集中，一个信息系统（或称知识表达系

统）被描述成一个四元组 S=(U, A, V, f)，其中 U是对

象的非空集合，A是属性名的集合，V是属性值的集

合，f 是从对象 x 就着属性 A 向 V 所作的映射。为

了便于理解，我们对以下所引用的定义符号都略有

改变。

D = {α(x,y)} (x,y ∈ U)定义 1 [11]　矩阵 叫做 S 上

的一个区分矩阵（discernibility matrix），其中
α(x,y) = {a ∈ A | f (x,a) , f (y,a) } (1)

α(x,y)

α(x,y)

∨α(x,y) = ∨{a ∈ A | f (x,a) , f (y,a) }∑
α(x,y)

α(x,y)

这个定义的奇特之处在于矩阵中的元素

不是实数，不是区间，不是向量，而是属性名

的集合。由 D 还派生出另外一个概念，叫做区分函

数。对每一个属性名 a指定一个布尔变量，仍记作

a，若存在属性名将对象 x与 y分开，则对 指定

一个布尔变量，用

来表示，记作 ，若不存在将对象 x 与 y 分开

的属性名，则对 指定布尔变量“1”(对∧与∏的

叙述亦类似)[12]。

定义 2[11] 区分函数∆的定义为

∆ =
∏

(x,y∈U×U)

(∑
α(x,y)

)
(2)

· · ·
α(x,y) = {ai ∈ A | f (x,ai) , f (y,ai) }

a(1),a(2), · · · ,a(k)

a(1)∨a(2) · · · ∨a(k) = ∨
{
a(1),a(2), · · · ,a(k)

}∑
α(x,y) = ∨ {a(1),a(2), · · · ,a(k)

}

∆ =
∑∏

(x,y∈U×U) (α(x,y))

在这里设 A={a1, a2, , am}，这里便设置了 m个

布 尔 变 量 。 于 是

便被指定成括号中所包含的布尔变量的析取，设那

几个变量是 , 所指定的这个布尔变量

便具有布尔表达式 ，

记作 。由于这个布尔表

达式中只含析取运算，叫做析取式。而在式（2）中，

由于∆是由布尔变量先组成析取式而后再进行合

取，这种表达形式叫做合取范式。布尔代数中有方

法把∆从合取范式改写为析取范式，意思是把析取

与合取的运算次序颠倒一下。

就叫做析取范式。再把析取的这些析取式一一甄
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别，去掉被蕴含的项，剩下的表达式就叫做极小析

取范式。文献[12]的核心论断是：区分函数的极小

析取范式中的每一个合取项就是 S 的一个属性约

简，反之亦然。以上就是粗糙集关于属性约简的基

本论述。

对于上述内容，应用工作者多看不懂，数学工

作者则想不明。有一连串问题：对于属性 a为什么

要指定一个布尔变量，指定后的运算意义和根据是

什么不太明确。布尔变量的析取（∨或∑）合取

（∧或∏）对于属性来说究竟是什么意思？若不存在

将对象 x与 y分开的属性名，为什么对 a(x, y) 指定

布尔变量 1 而不是 0？为什么区分函数的极小析取

范式中的所有合取项就是 S 的全部属性约简粗糙

集？如此等等都阻碍了人们的理解和应用。

最关键的问题是，粗糙集从未定义过属性名之

间的运算，而区分矩阵这一工具所要操作的就是属

性名运算。这就形成一种理解障碍。人们曾想通过

实际经验来越过障碍，但是，粗糙集中的属性指的

是属性名而不是属性值。我们都有属性值之间的运

算经验，要把“头发金黄”与“身材高大”这两个属性

值进行“且”的运算，我们能理解这种运算结果就是

属性值“头发金黄而且身材高大”。可是，要把“身
材”与“发色”这两个属性名来加以或、且、非的运

算，我们便无从想象了。

其实，这里只差一步，就是应当对属性名称定

义运算，给这些运算以合理解释，这个理解障碍就

能克服。属性约简的方法就能继续向前发展，降温

的应用领域就能重新热起来。而这方面的工作，因

素空间早就做了。因素就是粗糙集中所说的属性

名。因素空间特地定义了因素之间的运算。本文就

是要用因素空间的理论来解释区分矩阵。并给属性

约简提供新的发展思路。

2   因素空间中分辨过程的因素约简

因素空间是汪培庄[12]在 1982 年提出的以智能

描述为主题的数学理论，曾在知识表示和人工智能

领域发挥过重要作用，近年来，又以数据科学为重

点，为大数据处理提供坚实的数学基础[13-15]。

· · · · · ·

· · ·

因素 f是串领属性的关键词。红，黄，蓝，百，黑 ，

是一串属性值，由颜色二字来串领，颜色 f 就叫因

素，它所串出的属性值的集合叫做 f的（属性）状态

空间，记作 X(f)={红，黄，蓝，百，黑， }，它形成一个

维度，一种广义的坐标轴，因素是抽象坐标的维度

名称。因素是分析，把对象映射称为定性值，分析

以后再综合，就形成一个广义的坐标架，事物就被

描述成为其中的点。因素空间企图为事物描述及认

知过程提供一个普适的坐标架。因素空间中的因素

就是粗糙集中所说的属性名。因素空间中所说的属

性，就是粗糙集中的属性值。

Ψ = {X( f )}( f∈F)定义 3[10] 称集合族 为 U上的一个

因素空间，如果满足公理：

F = (∨,∧,c,1,0)1) 指标集 是一个完全的布尔代数；

2) X(0)={}；
T ⊆ F3) 对任意 ，若

(∀s, t ∈ T )(s , t⇒ s∧ t = 0)
X(∨{ f | f ∈ T }) =∏ f∈T X( f )则 ；

∀ f ∈ F4) ，都有一个映射
f : D( f )→ X( f ) (D( f ) ⊆ U)

F叫做因素集，其最大、最小元 1 和 0 分别叫做

全因素和零因素，X(f) 叫做 f-性态空间。

所谓一个因素空间就是以因素为指标集的一族

属性状态空间，而这些因素之间有运算，构成一个

布尔代数 F=(F, ∨, ∧, c)。运算符∧、∨分别表示

因素的分解与综合，其中难以理解的是分解。这要

通过因素在粗细上所形成的序关系来说明。因素的

考量维度有多寡之分。考虑的维度少，对象就朦胧

难分，考虑的维度多，对象才能彼此分离。越大越

细，越小越抽。如果因素 f 所作的划分比因素 g 的

划分更细的话，我们就称 f 比 g 大，记作 f≥g。f 比
g 大当且仅当对任意 u, v∈U, 若 f(u)=f(v) 则 g(u)=
g(v)(或者，若 g(u)≠g(v) 则 f(u)≠f(v))。

不难证明，（F, ≥）是一个偏序集。而且布尔代
数的运算就是依托这个序关系而建立起来的：
f∨g=sup(f, g)；f∧g=inf(f, g)。若把序关系形象地说
成是上下级关系，f∨g就是 f与 g的最小公共上司，

f∧g 就是 f 与 g 的最大公共下级。所以，我们把因
素的（∨，∧）运算不做析取–合取运算，而是反过来
叫做综合–分解运算。因素是分析与综合的工具。
分解∧是将因素由大变小（由粗变细）的过程，而综
合∨是使因素由小变大（由细变粗）的反过程。
F=(F, ∨, ∧, c) 形成一个布尔代数，因素是其中的布
尔变量。最大、最小元 1 和 0 分别叫做全因素与零

因素。一个因素不能分解成除自己与零因素之外的
下级因素（简称因子）叫做质因素或原子因素。对
于区分事物来说，因素合得越大，区分的能力就越
强，这是一条最基本的原则。

因素空间中的因素就是粗糙集中所说的属性

名。因素空间中所说的属性，就是粗糙集中的属性

值。因素空间对区分矩阵的诠释，是从对事物的分

辨开始的。

f (∈ F)

A (⊆ U) u,v ∈ A f (u) , f (v)

定义 4　给定因素空间，称因素 能分辨

，如果对任意 都有 。

粗糙集的区分矩阵是对对象两两分辨的因素集
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f1, f2, · · · , fk

f = f1∨ f2∨ · · ·∨ fk

为元素的矩阵。由于因素本身就是布尔变量，就无

需再作什么指定。因素之间早就定义了综合与分解

的运算，并且约定，一组相对简单的因素

可以通过综合而形成一个复杂因素 。

所以，区分矩阵更可以理解成是以两两分辨因素为

元素的矩阵。矩阵中的元素是一个复杂因素 (用一

个复杂因素去取代因素的集合)。
g ⩾ f命题 1　若 f能分辨 A，且 ，则 g能分辨 A。

u,v ∈ A

f (u) , f (v) g ⩾ f f (u) , f (v) g(u) , g(v)

u,v ∈ A g(u) , g(v)

证明　f能分辨 A的意思是，对任意 都有

。而 意味着若 则 。

故对任意 都有 。故 g能分辨A。证毕。

命题 2　若 f能分辨 A，且 BA，则 f能分辨 B。
证明显然成立。

定义 5　称因素空间是正则的，如果能保证：

f∧g能分辨 A，只要 f与 g都能分辨 A。
虽不能证明所有因素空间都是正则的，但正则

性却是普遍地近似的存在着。

· · ·
f = f1∧ f2∧· · ·∧ fn A1∩A2∩· · ·∩An

命题 3 　在正则因素空间里，若 f1 能分辨 A1, A2, ,
fn 能分辨 An, 则 能分辨 。

· · ·
A1∩A2 · · · ∩An

证明由命题 2 知，对任意 j=1, 2, , n, fj 能分辨

。由于正则性知本命题真。证毕。

f (u,v) = ∧{ f | f ∈ F, f (u) ,

f (v)}
定义 6　给定 AU，由

为元素构成的矩阵，叫做区分矩阵。当没有因

素 f能区分对象 u与 v时，令 f(u, v)=1（全因素）。

f(u, v) 是能区分 u与 v的因素的最大下级公共

因素。这样的因素越少，公共下级因素就越大，当

没有这样的因素时，公共下级因素就取最大。全因

素应当能区分所有的对象。对角线上的元素全是

1。这也解释了定义中的约定为什么是合理的。

定义 7　对任意 AU记
d (A) = ∨{ f (u,v) |u,v ∈ A} = ∨{∧{ f | f (u) , f (v)}|u,v ∈ A}
叫做 A的因素区分函数。

注意，这里的区分函数就是定义 2 中所说的区

分函数，只不过把析取与合取的符号互相颠倒罢了。

命题 4　在正则的因素空间中，若区分矩阵中

不出现最小元 0，A 的因素区分函数就是能分辨

A的最小因素。

d (A) = ∨{ f (u,v) |u,v ∈ A} ⩾ f (u,v)

d (A) (u) , d (A) (v)

证明　在正则的因素空间中，由命题 2.3 知 f(u,
v) 能分辨 u与 v。因 ，

所以根据命题 2.1，对任意 u, v∈A，d(A) 都能分辨

u 与 v，亦即 。这就说明 d(A) 能分

辨 A。

g ∈ { f | f (u) , f (v)}
设 g 能分辨 A，则对任意 u, v∈A, u≠v, 都有

g(u)≠g(v)。于是， 。所以 f(u, v)≤

g。由于这个不等式对任意 u, v∈A（u≠v）都成立，便

有 d(A)≤g，故 d(A) 是能分辨 A的最小因素。

证毕。

注意，粗糙集用区分矩阵提取的是极小属性约

简，本文提出的是最小因素。这看起来是一大进

步，但是，命题 4 中要求区分矩阵不出现 0 分解，这

是一个太强的约束，现实意义不大。

定义 8　设因素 f、g 都能分辨 A，且 f<g，则称

在分辨 A上 f是对 g的约简因素，从 f到 g，叫做是

一次因素约简。固定 A=U，g=全因素 1，1 的约简因

素就叫约简因素。因素约简问题就是要找出约简因

素，越小越好。因素空间对此提供了另一种现实的

因素约简的途径，一是概念划分中以分辨度来实现

的因素约简算法，一是决策表以决定度来实现的因

素约简算法，其复杂度为 O(m2n)，这里 m、n分别表

示对象和因素的个数。

3   结束语

因素空间中所说的因素是事物生成与思维描述

的第一要素。它与粗糙集的属性名相通，但却有更

深刻的涵义，它是事物的质根，是广义的基因，它不

是被动地描述事物，而是引领着人们的思考，出点

子，想办法，都指的是因素，抓注意矛盾，也抓的是

因素。运用因素之间的运算，除了能说清楚什么是

区分矩阵以外，还能在属性约简的实际算法上作贡

献。用区分函数来约简属性是一种理想的方式，其

算法很难实现，粗糙集用区分矩阵求极小属性存在

着 N-hard 困境，有的文献要用到整值规划，后者的

复杂性已被证明是指数型的，不存在多项式算法。

因素空间可以提供简捷的算法。
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