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摘    要：基于覆盖的粗集是推广经典粗集理论的方法之一，有基于元素、基于粒和基于子系统的 3 类定义上下近似的

途径，以往大多数的文献往往从基于元素的角度出发进行定义。为了研究基于粒的近似算子特别是下近似算子的性

质，借鉴格论中既约元、可约元等概念，提出了集族约简的概念。从集族约简出发，探讨了集族等价的概念与性质，并

设计了集族约简的算法，得到了两个集族等价是两个集族生成相同的下近似运算的充要条件这一结果，为进一步开

展一般二元关系下基于粒的近似算子的公理化方法的研究做了初步的理论方面的准备工作。
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Abstract: Covering based rough set is one of the methods to extend the classical rough set theory. There are three kinds
of approaches, the element based definition, the granule based definition, and the subsystem based definition, to define
upper and lower approximation. Most of the literature in the past tends to define based on element. In order to study the
properties of the granule based approximation operators, especially the lower approximation operator, referring the con-
cepts of irreducible element and reducible element from lattice theory, the concept of collections reduct is put forward.
Starting from the concept of collections reduct, the concept and properties of collections equivalence are discussed, and
collections reduction algorithm is designed. The result that collections equivalence is the necessary and sufficient condi-
tion for generating the same lower approximation by collections is given here. The preliminary theoretical preparation is
done here to further develop the axiomatization of the granule based approximation operators under general binary rela-
tion.
Keywords: approximation operators; reduct; rough sets; irreducible element; reducible element; covering; granule; col-
lections reduct

粗集理论是一种处理不协调、不完备和不精确

信息的数学工具[1]，自 1982 年波兰数学家 Pawlak 首

次提出以来，经过 30 余年的研究与发展，在理论和

应用上均取得了长足的进步。

粗集理论的基础之一是从近似空间诱导出一对

近似算子——上近似算子和下近似算子。经典的
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Pawlak 粗集模型基于等价关系，这种严格的要求在

一定程度上限制了粗集理论的应用。为了推广粗集

模型，可以把等价关系放宽为一般二元关系，在此

情况下，由一般二元关系决定的论域上的集簇不再

“划分”。因此，另一种推广粗集模型的思路就是将

原来由等价关系决定的“划分”放宽为“覆盖”，从而

建立基于覆盖的粗集理论。但不同于经典粗集理

论，基于覆盖的粗集理论不存在唯一的定义上下近

似算子的方法。

已有很多文献对基于覆盖的粗集理论开展了卓

有成效的研究[2-8]。姚一豫等[3]系统地研究了基于覆

盖的 20 对上下近似算子；Mauricio Restrepo 等[4]通

过某些算子的相等关系将上下近似算子缩减为

16 对，并提出了算子精细度的概念，给了 16 对近似

算子的精细关系，并用哈斯图进行了描述。M. Res-
trepo 等[5]则研究了基于覆盖的具有对偶性的 16 对

上下近似算子的拓扑性质。在数据挖掘领域，去除

冗余属性，获取属性约简，从而简化知识的表示，提

升数据处理效率是一个重要的研究课题。李立峰等[6]

研究发现覆盖粗糙集与形式背景之间存在一一对应

关系，并且证明了覆盖粗糙集的交约简可化为概念

格的属性约简；C. Wang 等[7]开发了一种基于覆盖粗

糙集的属性约简方法，这种启发式方法可以比较高

效地获得近似最优约简的属性集；Yang Bin 等[8]则

将包含度的概念引入覆盖粗糙集，探索了一种新的

覆盖近似空间的若干性质。在覆盖粗集理论中，我

们有基于元素、基于粒和基于子系统的 3 类定义上

下近似的途径，以往大多数的文献往往从基于元素

的角度出发进行定义，本文则以后继邻域作为基本

研究对象“粒”，并以此为出发点，借鉴格论中既约

元、可约元等概念[9–10]，探讨了 (覆盖) 集族中的既约

元、可约元、集族的约简及其算法，另外，研究了集

族与其生成的下近似算子的关系，为下一步开展基

于粒的公理化方法的研究做一些初步的理论方面的

准备工作。

1   集族约简

下面来分析一个例子。

U = {a,b,c,d}例 1　设论域 ，其上有 3 个不同的

二元关系分别为

R1 = {(a,a) , (a,b) , (c,b) , (c,c)}
R2 = {(b,a) , (b,b) , (c,b) , (c,c)}

R3 = {(a,a) , (a,b) , (c,b) , (c,c) , (d,a) , (d,b) , (d,c)}
基于粒的广义上下近似算子定义为后继邻域的

广义并，而并不考虑该后继邻域是哪一个元素的后

继邻域。因此我们只需研究二元关系 R 诱导的集

C族 ，而勿需再去研究二元关系本身。此时，基于粒

的广义上下近似算子可等效为
R (X) = ∪{C ∈ C|C ⊆ X} (1)

R̄ (X) = ∪{C ∈ C|C∩X , Ø} (2)
r (x) = {y ∈ U |

(x,y) ∈ R} r1 (a) =

{a,b} r1 (c) = {b,c}
C1 = {r1 (a) ,r1 (c)} =

{{a,b} , {b,c}}

先对二元关系 R 1 进行分析，令

称为元素 x的后继邻域，由此定义得，

， ，其他元素的后继邻域为空集。非

空后继邻域可以构成集族为：

，这就是二元关系 R1 诱导的集族。

C2 = {{a,b} ,
{b,c}}

同理，二元关系 R 2 诱导的集族

。

由此发现，R1 和 R2 诱导了相同的集族，因此它

们定义了相同的下近似运算。

C3 = {{a,b} , {b,c} ,
{a,b,c}}

再看二元关系 R3，诱导的集族

。与 R1、R2 诱导的集族并不相同，却也定义

了相同的下近似运算。下面的分析将回答该问题。

C C ∈ C
C−{C}

C

定义 1　设 是论域 U上的一个集族， ，如

果 C不能表示成 中若干个元之并，则称 C是

的既约元。否则，称 C是可约元。

由此可见，集族中的元素可以分成既约元和可

约元两类。

C C ∈ C
C′ ∈ C−{C} C′ C

C−{C}

定理 1　设 是论域 U 上的一个集族， 是

一个可约元， ，则 是 的既约元当且仅

当它是 的既约元。

C′ C C′

C−{C′}
C− {C,C′} C′ C−{C}

证明　1) 如果 是 的既约元，则 不能表示成

中若干个元之并，那么当然也就不能表示成

中若干个元之并，因此 是 的既

约元。

C′ C−{C} C′

C−{C,C′} C′

C−{C′}
C′ C−{C,C′}

C′ C1∪C2∪ · · ·∪Cn∪C

C1,C2, · · ·,Cn ∈ C−{C,C′}

2) 反之，如果 是 的既约元，则 不能表

示成 中若干个元之并，下面要证明 同样

也不能表示成 中若干个元之并，而这只需证

明 不能表示成 中若干个元之并与 C的并

即可，即 不可能表示成 ，其中

。下面用反证法加以证明：

C′ C−{C,C′}
C′ =C1∪C2∪ · · ·∪Cn∪C C1,C2, · · · ,Cn ∈ C−

{C,C′} C− {C,C′}
C = D1∪D2∪ · · ·∪Dm D1,

D2, · · · ,Dm ∈ C−{C,C′} C′ =C1∪C2∪ · · ·∪
Cn∪D1∪D2∪ · · ·∪Dm C1,C2, · · · ,Cn,D1,D2, · · · ,
Dm ∈ C−{C,C′} C′ C−{C,C′}

C′ C−{C}
C′ C

假设 能表示成 中若干元与 C 之并，

即 ， 其 中

。而C是一个可约元，故C又可表示成

中若干个元之并，即 ，其中

。由此可得

， 其 中

。 表示成了 中若干元之

并，这与 是 的既约元矛盾，故假设不成立，

因此 是 的既约元。

由命题 (1)、(2) 得证。

C C ∈ C
C′ ∈ C−{C} C′ C

C−{C}

定理 2　设 是论域 U 上的一个集族， 是

一个可约元， ，则 是 的可约元当且仅

当它是 的可约元。
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证明

C′ C−{C} C′

C−{C,C′}
C− {C′} C′ C

1 )  如果 是 的可约元，则 可以用

中若干个元之并表示出来，那么当然也可

表示成 中若干个元之并，因此 是 的可

约元。

C′ C C′

C−{C′} C1,C2, · · ·,Cn ∀Ci

Ci ,C C′ C−{C}
C′ C′ C−{C}

C C− {C}
D1,D2, · · ·,Dm C′ =C1∪C2∪ · · ·∪Cn = D1∪
D2∪ · · ·∪Dm∪C2∪ · · ·∪Cn D1,D2, · · · ,Dm,C2, · · ·,
Cn C′ C′ C−{C}

2 )  反之，如果 是 的可约元，则 可用

中的若干元 表示出来。如果 ，

都有 ，则 已经用 中的若干个不等于

的元之并表示出来了，因此 是 的可约元。

要是其中有一个元等于 C，不妨设为 C1，由于 C 是

中的可约元，于是 C 可以表示成 的若干元

的并。于是，

， 其 中

既不等于 C，也不等于 ，这样证明了 是

中的可约元。

由命题 (1)、(2) 得证。

由定理 1 和定理 2 可以得出，在一个集族中删

除其中的一个可约元，并不会改变其余元素是既约

元还是可约元的性态。由此，我们可以逐个删除集

族中的所有可约元，只剩下既约元。

C C
C

C

定义 2　设 是论域 U上的一个集族，如果 中

的每一个元都是既约元，则称 是约简的。否则，称

是可约的。

C

C reduct (C)

定义 3　对于 U 的一个集族 ，通过删除集族

中的所有可约元，就得到了一个约简的集族，我们

将其称为集族 的约简，记为 。

定理 1 和定理 2 实际上还保证了集族的约简是

唯一的。

C1 C2

reduct (C1) = reduct (C2) C1 C2

C1 ∼ C2

定义 4　设 、 是论域 U上的两个集族，如果

，则称集族 与 等价，记为

。

C =
{
C|C是论域U上的

集族
}

[C]R =

{X ∈ C|X ∼ C} C

集族等价形成集族空间

上的等价关系，其中的等价类可记为

，表示与集族 等价的所有集族的集合。

2   集族约简的算法

根据上节的结论，我们可以给出求一个集族约

简的算法，该算法分为如下两大步骤：

1) 求集族的极小元 (极小元必定是既约元)；
2) 由极小元求集族的非极小既约元。

将步骤 1)、2) 的结果并起来，就是该集族的

约简。

2.1    求集族的极小元

算法 1　求集族的极小元。

C = {C1,C2, · · · ,Cn}输入　论域 U的一个集族 ；

C minimal (C)输出　 的极小元集合 。

minimal (C) = C1) 初始化， Ø，将集族 中的元素按

基数从小到大排序；

C minimal (C)

2) 基数最小的元素一定是极小元，设其基数为

i，将其从集族 中移除并加入极小元集合 ；

3) i=i+1；
C

C

C minimal (C)

4) 如果集族 中已没有基数大于等于 i 的元

素，则转 5)，如果集族 中元素的基数均大于 i，则
转 3)；否则逐个检测基数为 i的元素，如果任何一个

极小元均不是它的真子集，则它是极小元，将其从

集族 中移除并加入极小元集合 ，转 3)；
minimal (C)5) 算法结束， 即为所求。

2.2    由极小元再求集族的非极小既约元

算法 2　求集族的非极小既约元。

C minimal (C)输入　算法 1 结束时所得的集族 及 ；

irreducible (C)输出　非极小既约元的集合 。

irreducible (C) =1) 初始化， Ø；

C minimal (C)

mC ⊂C

2) 逐个扫描集族 的元素 C，找出 中

每一个满足条件 的极小元 mC；

C , ∪mC

irreducible (C)

3) 如果 ，则 C 是一个既约元，加入集

合 ；

irreducible (C)4) 算法结束， 即为所求。

reduct (C)=minimal (C)∪
irreducible (C) C

最后，将两步的结果并起来

就是所求的集族 的约简。

U = {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9, x10,

x11, x12, x13, x14, x15, x16, x17, x18, x19, x20} C = {C1,

C2,C3,C4,C5,C6,C7,C8,C9,C10} C1 = {x1, x2}
C2 = {x2, x3} C3 = {x1, x2, x3} C4 = {x1, x2, x3, x4} C5 = {x4,

x5, x6, x7, x8} C6 = {x9, x10, x11, x12, x13, x14} C7 = {x4, x5, x6,

x7, x8, x9, x10, x11, x12, x13, x14} C8 = {x9, x10, x11, x12, x13, x14,

x15, x16, x17} C9 = {x15, x16, x17} C10 = {x13, x14, x15, x16, x17,

x18, x19}

例 2　设论域

，计算集族

的约简，其中 ，

， ， ，

， ，

，

， ，

。

2.3    根据求集族约简的算法，先求集族的极小元

C由算法 1，将集族 中的元素按基数从小到大排

序为

C1 = {x1, x2} , C2 = {x2, x3}
C3 = {x1, x2, x3} , C9 = {x15, x16, x17}

C4 = {x1, x2, x3, x4}
C5 = {x4, x5, x6, x7, x8}

C6 = {x9, x10, x11, x12, x13, x14}
C10 = {x13, x14, x15, x16, x17, x18, x19}

C8 = {x9, x10, x11, x12, x13, x14, x15, x16, x17}
C1 = {x1, x2} C2 = {x2, x3}

C9 =

{x15, x16, x17, x18} C5 = {x4, x5, x6, x7, x8} C6 = {x9, x10, x11,

x12, x13, x14}

基数最小的元素 ， 是极小

元。继续算法 1，求得其余的极小元分别是

， ，

。

2.4    根据算法 2 由极小元再求集族的非极小既约元

C4 = {x1, x2, x3, x4} C10= {x13, x14, x15, x16, x17, x18, x19}
reduct (C) = {C1,C2,C4,C5,C6,C9,C10}

， ，

最后结果为 。
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3   集族等价与下近似运算

C C
X ⊆ U C−{C} C

引理 1　设 是论域 U上的一个集族，C是 的
可约元， ，则 X 在集族 和集族 下生成
的下近似相同。

C−{C} C
X1 ⊆ X2 ⊆ X
C C1,C2, · · · ,Cn

X2 =C1∪C2∪ · · ·∪Cn C1,C2, · · · ,Cn

C1,C2, · · · ,Cn

C−{C} C1,C2, · · · ,Cn

C1,C2, · · · ,Cn

C C−{C}
D1,D2, · · · ,Dm X2 =C1∪C2∪ · · ·∪Cn = D1∪
D2∪ · · ·∪Dm∪C2∪ · · ·∪Cn D1,D2, · · · ,Dm,C2, · · · ,Cn

C−{C}
X2 ⊆ X1

证明　设 X 在集族 和集族 下的下近似
分别是 X1、X2。显然有 。另一方面，仍由
下近似的定义，存在 中的元 ，使得

。显然， 都是 X 的
子集。如果 均不等于 C的话，则它们都
属于 ，于是 都是 X1 的子集。要是

中的某个等于 C，不妨设为 C 1，由于
C 是 的可约元，C 可以表示成 的若干个元

的并。于是，
， 而

都是 X 的子集，且都是 中的元，因此它们都
是 X1 的子集。这样我们证明了 。

C C
reduct (C)

推论 1　设 是论域 U 上的一个集族，则 和

生成相同的下近似运算。
C1 C2

reduct (C1) = reduct (C2) C1 C2 C1 C2

定理 3　设 ， 是论域 U 的两个集族，如果
，即 和 等价，则 、 生成

相同的下近似运算。

4   结束语

本文从集族约简出发，探讨了关于集族的若干
性质，得出了两个集族等价是两个集族生成相同的
下近似运算的充要条件这一结论，为下一步开展基
于粒的公理化方法的研究做了一些初步的理论方面
的准备工作。本文借鉴格论中的概念来研究粗集，
为研究粗集理论提供了一种新的思路。下一步的工
作将把格论与粗集理论作更深入的结合，把格论中
的一些方法和结论引入粗集理论，试图发现更多有
趣的结果。另外，在此基础上将开展基于粒的粗集
公理化方法的研究。
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