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蚁群优化算法的理论研究进展
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摘　 要：蚁群优化算法的理论研究有助于更好地理解算法的原理以及指导算法应用。 回顾了蚁群优化算法的收敛
性分析、时间复杂度分析与近似性能分析等理论研究进展，分析了其理论研究的对象从简单的拟布尔函数转为组合
优化问题以及实际应用问题。 从蚁群算法理论分析方法和研究问题类型 ２ 个方面对蚁群算法的理论研究进行综
述。 介绍了适应值划分、漂移分析等最基本的数学分析工具，对时间复杂性及近似性能等重要问题进行了探讨。 总
结比较了蚁群算法求解各类问题的性能，指出这些研究能够更加深入了解蚁群算法的运行机制。 最后，探讨了目前
蚁群算法理论研究中亟待解决的问题，指出引入新的分析工具以及研究更为复杂的算法模型等是值得进一步研究
的方向和内容。
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　 　 随机启发式搜索（ ｒａｎｄｏｍｉｚｅｄ ｓｅａｒｃｈ ｈｅｕｒｉｓｔｉｃｓ，
ＲＳＨｓ）算法是近年来发展较快的研究领域，在许多

应用中取得了丰富的成果。 这类启发式算法主要包

括随机局部搜索（ｒａｎｄｏｍｉｚｅｄ ｌｏｃａｌ ｓｅａｒｃｈ， ＲＬＳ）、禁
忌搜索 （ ｔａｂｕ ｓｅａｒｃｈ）、模拟退火 （ ｓｉｍｕｌａｔｅｄ ａｎｎｅａ⁃
ｌｉｎｇ， ＳＡ） 、演化算法（ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ， ＥＡｓ）
以及粒子群优化算法 （ ｐａｒｔｉｃｌｅ ｓｗａｒｍ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，



ＰＳＯ）等。 这些算法经常用来作为一些难解优化问

题的近似求解方法。 由于这类智能算法的智能性、
普适性以及全局搜索能力，使得其为求解 ＮＰ 难解

优化问题开辟了一条新的途径。 蚁群优化算法（ａｎｔ
ｃｏｌｏｎｙ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ， ＡＣＯ）是这类算法的杰出代表

之一。
蚁群算法是受蚂蚁群体觅食行为的启发，由意

大利学者 Ｄｏｒｉｇｏ 等［１］ 提出的一种基于种群的模拟

进化算法。 蚂蚁觅食过程中借助于信息素（ ｐｈｅｒｏ⁃
ｍｏｎｅ）这种化学物质进行信息的交流和传递，能够

根据所走路径长度自主选择下一个将要行走的地

方，并表现出正反馈现象。 这种正反馈机制能帮助

蚂蚁很快找到最优觅食路径。 蚁群算法以信息素更

新和概率转移为基本操作，并以此指导搜索方向。
蚁群算法作为一种新型的智能仿生类进化算法，已
在许多领域获得了广泛的应用。 例如在 ＴＳＰ（ ｔｒａｖｅ⁃
ｌｉｎｇ ｓａｌｅｓｍａｎ ｐｒｏｂｌｅｍ）问题、二次规划问题、 函数优

化、网络路由优化、机器人路径规划、数据挖掘、作业

流程规划、图形着色等领域获得了广泛的应用，并取

得了较好的效果，具体可以参考张军等的译著［２］。
此外，国内学者段海滨等［４］ 对蚁群算法的应用领域

的研究成果做了较全面的综述。
自从蚁群算法提出后，许多研究者在蚁群算法

的设计及应用方面取得了丰富的研究成果。 大量的

实验也表明其针对一些优化问题的求解非常有效。
然而，从理论上来看，蚁群算法缺乏比较完备的理论

基础。 目前更迫切地希望为该算法建立坚实的理论

基础［１０，１３］，以帮助更好地理解算法的运行机制，了
解算法对于求解什么类型的问题有效。 为算法的设

计，参数选取以及算法的运用指明改进的方向。 当

前蚁群算法理论研究远远落后于算法的数值实验和

真实应用，主要原因在于随机启发式算法理论分析

的艰难性［１５］。 蚁群算法具有随机性、群体性、普适

性等特性，这些特征使得算法表现出复杂的动态行

为，由此引出的复杂多变的随机过程增加了算法理

论分析的难度，经典算法设计与分析的方法和工具

也难以直接应用于这类新型随机仿生算法。
在 ２００６ 年之前，研究人员主要关注于 ＡＣＯ 收

敛性分析［１９⁃２１，２６］以及 ＡＣＯ 算法与其他优化算法的

关系［２５］，从理论上探索算法为什么有效。 Ｇｕｔｊａｈｒ［１９］

提出了一个基于图的蚂蚁系统（ｇｒａｐｈ⁃ｂａｓｅｄ ａｎｔ ｓｙｓ⁃
ｔｅｍ， ＧＢＡＳ）， Ｇｕｔｊａｈｒ 首次证明了该模型蚁群算法

在一定条件下以概率 １⁃ε 收敛到最优解，其中 ε 为

任意小的常数且 ε＞０。 Ｓｔüｔｚｌｅ ａｎｄ Ｄｏｒｉｇｏ［２０］ 等给出

了普通蚁群算法（ａｎｔ ｃｏｌｏｎｙ ｓｙｓｔｅｍ，ＡＣＳ）和 ＭＭＡＳ
（ｍａｘ⁃ｍｉｎ ａｎｔ ｓｙｓｔｅｍ）的收敛性证明。 Ｇｕｔｊａｈｒ［２１］ 进

一步提出使用常微分方程逼近 ＡＣＯ 随机过程，并基

于此来对 ＡＣＯ 算法的收敛速度进行粗糙的理论预

测。 国内学者黄翰、郝志峰等［２２］ 根据蚁群算法的特

性，基于吸收态 Ｍａｒｋｏｖ 过程的数学模型，提出了蚁

群算法的收敛速度分析理论，并给出了 ＡＣＯ⁃难和

ＡＣＯ⁃易两类问题的界定方法。 蚁群算法理论研究

的另一个方向是将蚁群算法和其他学习算法进行比

较， 如 Ｂｉｒａｔｔａｒｉ［２３］、Ｍｅｕｌｅａｕ［２４］ 等分别建立了 ＡＣＯ
与最优控制加强学习算法、随机梯度下降算法的

联系。
近年来，以遗传算法为基础的演化算法时间复

杂性研究取得了一些重要进展。 以 Ｄｒｏｓｔｅ［１１］、Ｗｅ⁃
ｇｅｎｅｒ［１２］等为代表的德国学派分析了群体规模为 １
的简单爬山演化算法（１＋１）ＥＡ 求解一些拟布尔函

数（ＯｎｅＭａｘ， ＬｅａｄｉｎｇＯｎｅｓ， Ｔｒａｐ Ｆｕｎｃｔｉｏｎ）的平均计

算时间，取得了一系列研究成果。 Ｈｅ Ｊｕｎ 和 Ｙａｏ
Ｘｉｎ 使用吸收马尔可夫链［１６］、漂移分析［１７］等工具建

立演化算法时间复杂性分析模型和方法以及分析群

体在演化算法时间复杂性分析中的作用［１８］ 等。 这

些研究极大地激发和推动了蚁群算法的理论研究工

作。
蚁群算法最初用于旅行商问题的求解，进而推

广到各种组合优化问题（甚至连续函数优化问题）。
Ｄｏｒｉｇｏ 和 Ｂｌｕｍ［３］ 总结了截至 ２００５ 年蚁群算法理论

研究及应用中取得的阶段性研究成果，并特别指出

蚁群算法时间复杂性将是今后一个重要的、有意义

的研究方向，将其列为蚁群算法理论研究的公开性

问题。
时间复杂度研究是指算法找到优化问题最优解

或近似最优解的计算时间，是衡量算法性能最基本、
最重要的指标。 Ｗ．Ｊ．Ｇｕｔｊａｈｒ［１０］ 总结了截止 ２００７ 年

的蚁群算法时间复杂性研究成果和方法，并指出了

一些发展方向。 目前，蚁群算法时间复杂性研究正

处于启动阶段，研究内容、深度都非常有限，很多基

本问题尚未涉及。 当前仅仅研究了蚂蚁规模为 １ 的

１⁃ＡＮＴ 的情形，而与真实的蚁群算法相关的问题，如
多蚂蚁蚁群系统求解真实的组合优化问题等，都有

待深入研究。 可以预计，这些研究将会有重要意义，
同时又将是富有挑战性的、艰难的工作。 目前 ＡＣＯ
算法理论研究主要是关于一些人工拟布尔函数以及

一些经典的组合优化问题的时间复杂性分析。 最具

代表性的如国内学者 Ｚｈｏｕ Ｙｕｒｅｎ ［４５］研究了 ＡＣＯ 求

解经典 ＴＳＰ 问题的时间复杂度，这也是 ＡＣＯ 算法在

ＮＰ 难解问题理论分析上的首项工作。
一般情况下，对于典型的难问题—ＮＰ⁃完全

（难）（ｎｏｎ⁃ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｓｔｉｃ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ⁃ｃｏｍｐｌｅｔｅ ｈａｒｄ）优
化问题，人们找不到多项式时间的确定性算法。 由
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于 ＮＰ 难解组合优化问题本身结构的复杂性，确定

性算法（穷举法、分支界定、动态规划等）无法保证

在多项式内获得精确解，转而寻求一些近似算

法［６］。 蚁群优化作为随机启发式方法，不能期待其

在多项式时间内找到 ＮＰ⁃完全（难）优化问题所有实

例的精确解。 实际上，蚁群算法在很多优化问题上

扮演着近似算法的角色，一般用于获得满意解或者

近似解。 因此蚁群优化算法的近似性能分析就变得

尤为重要。 希望在平均多项式时间内获得近似最优

或者可接受的解，对于理解蚁群算法在 ＮＰ 难优化

问题上的工作原理以及寻求其能获得的近似性能非

常关键，并将进一步推进蚁群算法的理论研究及应

用进展。 对于丰富和发展近似算法和组合优化理

论，切实有效地解决一些实际问题具有重要现实意

义。

１　 蚁群优化算法：模型、描述、变体

１．１　 优化问题及算法描述

蚁群算法是一种随机启发式搜索方法，它具有

较强的鲁棒性，优良的分布式计算机制并易于与其

他方法相结合等优点。 目前人们对蚁群算法的研究

已经由当初单一的旅行商问题（ＴＳＰ）领域渗透到了

多个其他应用领域［２］，由解决一维、静态优化问题

发展到解决多维、动态优化问题，由离散求解空间逐

渐拓展到连续求解空间，使得该群智能算法在科学

研究及实际问题求解中表现出了巨大的潜力和

优势。
优化问题可以分为两类：连续的优化问题和离

散的优化问题。 连续的优化问题是指其具有连续的

变量、经常需要计算导数、使用牛顿方法或者线性规

划技术等。 本文关注的是离散的优化问题。 离散优

化问题也称为组合优化问题，是指在有限的或者可

数无限的潜在解集中搜索满足给定约束条件的最优

解。 然而，组合优化问题通常包含大量的局部极值

点，而且许多组合优化问题为 ＮＰ 完全（难）问题。
一个组合优化问题 Ｐ 通常可描述为一个三元

组（Ｓ，ｆ，Ω），其中 Ｓ 为给定的由所有状态构成的搜

索空间，ｆ：Ｓ→Ｒ＋为目标函数，一般为最大化或者最

小化；Ω 为可行解满足的约束条件集合。 一个可行

解 ｓ∗∈Ｓ，如果对于最小化问题有∀ｓ∈Ｓ，ｆ（ ｓ∗）≤
ｆ（ ｓ），对于最大化问题有∀ｓ∈Ｓ，ｆ（ ｓ∗）≥ｆ（ ｓ），则称
ｓ∗为一个全局最优解。 定义最优解集合为Ｓ∗⊆Ｓ，
算法的目标是从优化问题的可行解集中找到最优解

ｓ∗∈Ｓ∗。
给定算法 Ａ 和优化问题 Ｐ，对于一个给定的 Ｐ

的实例 Ｉ，其最优解为 ｆｏｐｔ（ Ｉ）。 如果算法 Ａ 能在多项

式时间内获得最优解 Ａ（ Ｉ），则算法 Ａ 在问题 Ｐ 上的

近似比 ｒ 为：若为最大化问题，ｒ ＝ｍａｘ
Ｉ∈Ｐ

ｆｏｐｔ（ Ｉ）
Ａ（ Ｉ）

；若为最

小化问题，ｒ＝ｍａｘ
Ｉ∈Ｐ

Ａ（ Ｉ）
ｆｏｐｔ（ Ｉ）

。 也就是说，算法 Ａ 能获得

ｒ－近似比。 若 ｒ＝ １，表明算法找到最优解。
蚁群算法的启发来自于一个蚂蚁群体对食物源

的搜索，是一种杰出而具有代表性的群智能算法，对
于其算法描述可以参考相关文献［１⁃５］。 ＡＣＯ 算法有

一些不同的变体，为了分析的方便，在当前理论分析

方面，还是主要考虑一只蚂蚁的情况。 下面给出蚁

群优化算法理论研究中用到的一个简单的 ＡＣＯ 算

法 （ １ ＋ １ ） 蚂 蚁 算 法 （（ １ ＋ １ ） Ａｎｔ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，
（１＋１）ＡＡ），其类似于演化算法理论 分 析 中 的

（１＋１） ＥＡ。 不 失 一 般 性， 考 虑 最 小 化 问 题。
（１＋１）ＡＡ算法描述如下

Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ １： （１＋１）ＡＡ
Ｂｅｇｉｎ
初始化：参数设置，信息素值，选择一个初始解

ｓ，Ｗｈｉｌｅ（不满足终止条件）
使用构造过程构建一个新的解 ｓ′；
选择：如果 ｆ（ ｓ′）＜ｆ（ ｓ），则 ｓ＝ ｓ′；更新信息素值。
Ｅｎｄ ｗｈｉｌｅ
Ｅｎｄ

　 　 （１＋１）ＡＡ 算法使用简单的爬山选择策略，如果

当前蚂蚁解的函数值大于新的蚂蚁解的函数值，则
当前蚂蚁解被新蚂蚁解替代。 以下两节分别介绍理

论分析中蚁群算法解的构建以及信息素更新机制。
１．２　 解的构建

对于一个给定的优化问题，其解通过蚂蚁在一

个具有信息素值的构造图（ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ｇｒａｐｈ）的边

上随机游走获得。 另外，蚁群算法也使用启发式信

息来指导随机游走的方向。 蚂蚁从构造图的任意一

个初始状态出发，随机游走到下一个邻域结点。 这

个移动是基于概率规则，依赖于信息素和启发式

信息。
令 Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）为一给定问题的构造图。 τ（ｕ，ｖ） 为

边 ｅ ＝ （ ｕ，ｖ）∈Ｅ 上的信息素值，η（ｕ，ｖ） 为启发式信

息。 假设蚂蚁当前所在位置为顶点 ｕ，其允许访问

的后续结点为 Ｎｕ。 蚂蚁在下一步访问结点 ｖ∈Ｎｕ

的概率由以下公式给出：

ｐｕｖ ＝
τ（ｕ，ｖ）( ) α· η（ｕ，ｖ）( ) β

∑
ω∈Ｎｕ

τ（ｕ，ω）( ) α· η（ｕ，ω）( ) β

式中：参数 α 表示蚂蚁在运动过程中所积累的信息

素在指导蚂蚁搜索路径的相对重要性；参数 β 表示

路径能见度的相对重要性，即表示启发式信息 η（ｕ，ｖ）

的重要性。
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１．３　 信息素更新机制

当算法完成一次迭代之后，路径上的信息素将

会更新。 信息素更新的目的是使得较优路径上的信

息素增加，同时模拟一种挥发的方式削弱较差路径

上的信息素。 通常根据挥发因子 ρ ０≤ρ≤１( ) 的不

同，信息素值会减少不同的数量。 假设更新之前的

边（ｕ，ｖ）∈Ｅ 上的信息素值为 τ（ｕ，ｖ），在第一步，其值

减少到（１－ρ） τ（ｕ，ｖ）。 这意味着，在算法的运行过程

中，路径上的信息素将会有一定程度的挥发，避免信

息素的无限积累，这样也有利于算法逃脱局部最优。
各路径上的信息素根据以下方式进行更新：

τ′（ｕ，ｖ） ＝ （１ － ρ）τ（ｕ，ｖ） ＋ ∑
ｍ

ｋ ＝ １
Δτｋ

（ｕ，ｖ）

式中：Δτｋ
（ｕ，ｖ）表示蚂蚁 ｋ 在边（ｕ，ｖ）上释放的信息素

浓度， ｍ 为蚂蚁的数量。
根据信息素更新方式的不同，也就产生具有不

同信息素更新机制的蚁群算法［８］。 为了防止算法

的早熟， Ｓｔüｔｚｌｅ 和 Ｈｏｏｓ［９］ 提出了最大最小蚂蚁系

统。 在信息素的更新过程中，将其限制在一个最大

最 小 信 息 素 范 围 内 ［ τｍｉｎ， τｍａｘ ］。 根 据 边

ｅ＝（ｕ，ｖ）∈Ｅ是否包含在至今最好的解 ｘ 中，其信息

素更新规则如下：

τ（ｕ，ｖ）′ ＝
ｍｉｎ｛（１ － ρ）τ（ｕ，ｖ） ＋ ρ，τｍａｘ｝，ｉｆ （ｕ，ｖ） ∈ ｘ
ｍａｘ｛（１ － ρ）τ（ｕ，ｖ），τｍｉｎ｝，其他{ ．

（１）
　 　 称使用上述信息素更新规则的（１＋１）ＡＡ 算法

为（１＋１）ＭＭＡＡ。 类似的（１＋１）ＭＭＡＡ 在文献［２８，３４］

中分别叫做 ＭＭＡＳ∗和 ＭＭＡＳｂｓ。

２　 理论分析方法及数学工具

对于一个确定的优化问题，蚁群算法找到一个

最优解的迭代次数用随机变量 ｔ 表示。 在蚁群算法

的理论分析中通常需要估计最好情况、平均情况、最
坏情况下，以什么样的概率 Ｐｒ（ ｔ≤Ｔ）在什么样的期

望运行时间 Ｅ（ ｔ）内，找到什么样的解（近似解）。 本

节介绍一些蚁群算法的理论分析方法和基本的数学

工具。 不失一般性，考虑最小化问题。
２．１　 适应值划分

对于给定的优化问题，感兴趣的是算法找到最

优解的平均迭代次数。 这里介绍适应值划分技术，
该技术在演化算法的理论分析中得到了成功运用。
其原理是种群中最好的个体适应值一直都确保不会

变差。 因此通过估计最好的个体适应值变好的期望

时间界来获得优化时间。 这种方法称为基于适应度

划分的方法（ ｆｉｔｎｅｓｓ⁃ｂａｓｅｄ ｐａｒｔｉｔｉｏｎｓ）或者适应度等

级方法［１４］。

定义 １　 （适应值划分）给定一个有限的搜索空

间 Ｓ，不失一般性，假设函数 ｆ：Ｓ→Ｒ 最小化， 考虑函

数 ｆ 的所有可能的不同的函数值 Ａ０，Ａ１，…，Ａｍ，对于

∀ａ∈Ａｉ 和∀ｂ∈Ａ ｊ，如果 ｆ（ａ）＜ｆ（ｂ），则记为 Ａｉ＜ｆＡ ｊ。
若 有 Ａ０ ＜ｆＡ１ ＜ｆＡ２ ＜ｆ … ＜ｆＡｍ， 定 义

Ａｉ ＝｛ｘ∈Ｓ ｜ ｆ（ｘ）＝ ｆｉ｝，ｉ＝ ０，１，２，…，ｍ。 则称｛Ａ０，Ａ１，
…，Ａｍ｝为基于适应值的划分。

对于 ＡＣＯ，算法每次接受优于当前最好的解，
算法每次运行都朝着最优解的方向前进，如图 １ 所

示。 下面给出一个简单 ＡＣＯ 算法的期望运行时间

估计的定理，其由 Ｇｕｔｊａｈｒ 和 Ｓｅｂａｓｔｉａｎｉ［３４］提出。

图 １　 适应值划分

Ｆｉｇ．１　 Ｆｉｔｎｅｓｓ ｖａｌｕｅｓ ｐａｒｔｉｔｉｏｎ

定理 ２　 给定一个适应值划分｛Ａ０，Ａ１，…，Ａｍ｝。
令 Ｘ ｔ （ ｔ ＝ １， ２，．．．） 为 ＡＣＯ 算 法 的 解 序 列，
ｐｉ（ ｉ＝ １，２，…，ｍ）为算法运行所得适应值所在集合

从 Ａｉ 跳转到 Ａｉ－１∪…∪Ａ０ 的概率下界，并且集合 Ａ０

包含最优解。 则 ＡＣＯ 算法求解函数 ｆ 的期望时间

上界为：∑
ｍ

ｉ＝１
（ ｔ∗ｉ ＋ １

ｐｉ
），其中 ｔ∗ｉ 为算法每次迭代时信息

素达到饱和的时间，也就是信息素值达到 τｍａｘ或 τｍｉｎ。

根据文献［３４］知道 ｔ∗ｉ ≤ｌｎｎ
ρ

。 因此，对于 ＡＣＯ

理论分析，最关键的是计算一步转移概率 ｐｉ。 一般

来说，由该方法获得的时间上界不是紧界。
２．２　 期望倍增距离减少

函数适应值个数非常大（指数级）的情况，适应

值划分技术已经不再适用。 期望倍增减少距离（ｅｘ⁃
ｐｅｃｔｅｄ ｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｖｅ ｄｉｓｔａｎｃｅ ｄｅｃｒｅａｓｅ）的方法正好能

够应对函数适应值数量非常大的情况，该方法如图

２ 所示。

图 ２　 期望倍增距离减少

Ｆｉｇ．２　 Ｅｘｐｅｃｔｅｄ ｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｖｅ ｄｉｓｔａｎｃｅ ｄｅｃｒｅａｓｅ
给定一个具有操作序列 Ｏｐ ＝ ｛ｏｐ０，ｏｐ１，ｏｐ２，…，

ｏｐｔ，…｝， 每 一 操 作 发 生 的 概 率 相 同， 假 设 为
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Ｐ（ｏｐｔ）＝ ｐｍ≥α（ ｔ ＝ １，２，…．）。 给定任意初始解 ｓ，
算法通过执行操作 ｏｐｔ∈Ｏｐ，一步一步逐渐到达最优

解 ｓｏｐｔ。 不失一般性，考虑最小化问题。 定义优化问

题的适应值函数 ｆ（ ｓｔ） （ ｔ ＝ １，２，．．．），ｄ（ ｓｔ） ＝ ｆ（ ｓｔ）－
ｆ（ ｓｏｐｔ）为第 ｔ 代时的解 ｓｔ 与目标最优解 ｓｏｐｔ相差的适

应值距离。 根据随机启发式算法的特点，给定不同

的初始解，其求解问题的迭代次数也不一样，因此考

虑的是期望迭代次数。 算法找到可接受的操作，使
得 ｓｔ＋１优于 ｓｔ。 假定算法通过执行给定的操作使得

减少的期望距离至少为

ｄ（ ｓｔ） － ｄ（ ｓｔ ＋１） ≥
ｆ（ ｓｔ） － ｆ（ ｓｏｐｔ）

ｒ
（２）

由（２）得

ｄ（ ｓｔ ＋１） ≤ （１ － １
ｒ
）（ ｆ（ ｓｔ） － ｆ（ ｓｏｐｔ）） （３）

　 　 当前解离目标最优解距离减少由两部分产生：
可接受的操作和不接受的操作，而不接受的操作距

离减少的贡献为 ０。
因此，如果 ｄ（ ｓｔ）＞０，有

Ｅ［ｄ（ ｓｔ ＋１） ｜ ｄ（ ｓｔ）］ ＝ ｐｍｄ（ ｓｔ ＋１） ＋ （１ － ｐｍ）ｄ（ ｓｔ） ≤

ｐｍ（１ － １
ｒ
）（ ｆ（ ｓｔ） － ｆ（ ｓｏｐｔ）） ＋

（１ － ｐｍ）（ ｆ（ ｓｔ） － ｆ（ ｓｏｐｔ）） ＝

（１ －
ｐｍ

ｒ
）ｄ（ ｓｔ） （４）

　 　 令 Ｙｔ ＝ｄ（ ｓｔ），有
Ｅ［Ｙｔ ｜ ｏｐ０，ｏｐ１，…，ｏｐｔ －１］ ≤

（１ －
ｐｍ

ｒ
）Ｅ［Ｙｔ －１ ｜ ｏｐ０，ｏｐ１，…，ｏｐｔ －２］ ≤

（１ －
ｐｍ

ｒ
） ２Ｅ［Ｙｔ －１ ｜ ｏｐ０，ｏｐ１，…，ｏｐｔ －３］

… ≤

（１ －
ｐｍ

ｒ
） ｔＥ［Ｙ０］　 ＝

（１ －
ｐｍ

ｒ
） ｔＥ［ ｆ（ ｓ） － ｆ（ ｓｏｐｔ）］ 􀰛 Ｉ

　 　 考虑搜索空间中离最优搜索点 ｓｏｐｔ距离最远的情

况。 如图 ２ 所示，令该最远距离 Ｄ ＝ ｆ（ ｓ） － ｆ（ ｓｏｐｔ）≤

ｄｍａｘ，则有 Ｉ≤（１－ α
ｒ
） ｔＤ，α 为常数，且０＜α＜１。

令 Ｔ＝Ｏ（ ｒ·ｌｏｇＤ），当 ｔ≥Ｔ，有 Ｅ［Ｙｔ ｜ ｏｐ０，ｏｐ１，

…，ｏｐｔ－１］≤（１－ α
ｒ
） ｔＤ≤ １

２
。 根据 Ｍａｒｋｏｖ 不等式，算

法执行 Ｔ 步之后，离最优解距离至少为 １ 的概率 Ｐ

（Ｙｔ≥１）≤ １
２
，因此 Ｐ（Ｙｔ ＜１）≥

１
２
。 也就是说 Ｔ 步

之后与目标最优解距离小于 １ 的概率至少为 １ ／ ２。
假设函数适应值均为正整数，则算法获得最优解

（离目标最优解距离为 ０）的概率至少为 １ ／ ２。 因

此，算法最终到达目标找到最优解的期望时间上界

为２Ｔ＝Ｏ（ ｒ·ｌｏｇＤ）。
２．３　 尾概率不等式

偏差不等式广泛应用于随机算法的分析中。 在

许多启发式搜索算法的例子中，对于分析启发式的

典型行为是非常有用的。 其通常用于估计随机变量

偏离期望值的概率。
２．３．１　 Ｍａｒｋｏｖ 不等式

马尔可夫不等式（Ｍａｒｋｏｖ’ ｓ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ）适用于

非负随机变量。 对一非负的随机变量 Ｘ：Ω→Ｒ＋，对

于 ｔ∈Ｒ＋，有 Ｐ（Ｘ＞ｔ）≤Ｅ（Ｘ）
ｔ

。

２．３．２　 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 不等式

切比雪夫不等式 （Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ􀆳ｓ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ）适用

于任何的（可正可负）随机变量，有两种形式：
１） 令 Ｘ 为 一 随 机 变 量， 其 中 Ｅ （ Ｘ ） ＝ μ，

Ｖａｒ（Ｘ）＝ σ２。 对于 ｋ＞０，

Ｐ（ ｜Ｘ－μ ｜ ＞ｋ）＝ Ｐ（ ｜Ｘ－μ ｜ ２＞ｋ２）≤Ｅ（ ｜Ｘ－μ ｜ ２）
ｋ２ ＝σ

２

ｋ２ 。

２）令 Ｘ ｉ ～ ｉｉｄ（ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ａｎｄ ｉｄｅｎｔｉｃａｌｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂ⁃
ｕｔｅｄ），独立同分布，期望 Ｅ（Ｘ ｉ）＝ μ 且 Ｖａｒ（Ｘ ｉ）＝ σ２，

Ｘ
－
为 μ 的估计，则

Ｐ（ Ｘ
－ － μ ≥ ｋ） ≤ Ｖａｒ（Ｘ

－
）

ｋ２
＝ σ２

ｎ·ｋ２。

２．３．３　 Ｃｈｅｒｎｏｆｆ 界

切尔诺夫界（Ｃｈｅｒｎｏｆｆ ｂｏｕｎｄｓ）： Ｘｉ ∈｛０，１｝（１≤

ｉ ≤ ｎ） 为独立泊松分布事 件， 令 Ｘ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｘｉ，

Ｐ（Ｘｉ ＝ １） ＝ ｐｉ， μ ＝ Ｅ（Ｘ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｐｉ，０ ＜ ｐｉ ＜ １。

则 对 于 δ ＞ ０，Ｐ［Ｘ ≥ （１ ＋ δ）μ］ ≤
ｅδ

（１ ＋ δ） （１＋δ）
æ

è
ç

ö

ø
÷

μ

； 对于 ０＜δ＜１，Ｐ［Ｘ≤（１－δ） μ］≤

ｅ－δ

（１－δ） （１－δ）
æ

è
ç

ö

ø
÷

μ

；对于 ０＜δ＜１，Ｐ［Ｘ≥（１＋δ）μ］≤ｅ－μδ
２

３ ；

对于 ０＜δ＜１，Ｐ［Ｘ≤（１－δ） μ］≤ｅ－μδ
２

２ ；对于 ０＜δ＜１，

Ｐ（ Ｘ－μ ）≥δμ］≤２ｅ－ｕδ
２

３ 。

３　 一些理论研究结果及问题讨论

３．１　 参数 ρ、α、β 对算法性能影响

到目前为止，蚁群算法中挥发因子、信息素值控

制参数、启发式信息（能见度）控制参数的设置，对
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于界定蚁群算法的难问题和易问题并没有从理论上

真正得以解释说明。 从蚁群算法求解一些实际问题

的实验效果来看，信息素挥发因子是一个比较关键

的参数。 挥发因子越大，表现出的正反馈作用越强，
以往走过的路径被再次选择的可能性就越大，搜索

随机性变弱；相反，挥发因子越小，算法的随机性就

越大，其全局搜索能力也就变强。 信息素挥发因子

设置对于算法性能影响至关重要。
Ｎｅｕｍａｎｎ［２７，２９］等研究了信息素挥发因子 ρ 对蚁

群算法性能的影响，指出如果 ρ≥ ｎ－２
３ｎ－２

，即当ｎ→¥，

ρ≥１ ／ ３ 时，算法 １⁃ＡＮＴ 的行为类似于（１＋１）ＥＡ，就
是说，１⁃ＡＮＴ 在每个函数上的期望运行时间和（１＋
１）ＥＡ 相同。 同时指出，如果取 ρ＝Ｏ（ｎ－１－ε），ε＞０ 为

常数，则算法 １⁃ＡＮＴ 以 １－２－Ω（ｎε ／ ３） 的概率求解 Ｏｎｅ⁃
Ｍａｘ 函数的时间为 ２Ω（ｎε ／ ３）；如果取 ρ＝Ω（ｎ－１＋ε），ε＞０
为常数，则算法 １⁃ＡＮＴ 以 １ － ２－Ω（ｎε ／ ２） 的概率求解

ＯｎｅＭａｘ 函数的时间为Ｏ（ｎ２），给出了 １⁃ＡＮＴ 算法求

解 ＯｎｅＭａｘ 函数的时间复杂度从指数时间到多项式

时间的相变现象。 Ｄｏｅｒｒ 等［３１］使用一个信息素模型

简化了文献［２９］的分析，进一步研究了挥发因子 ρ
∈［１ ／ ｎ１＋ε，１ ／ ｎ１－ε］的优化时间。 并指出，存在常数 ｃ
∈（０，１）和Ｎ∈Ｎ，使得当 ｎ≥Ｎ 和 ρ≤ｃ，对于 ｎ 个变

元的 ＯｎｅＭａｘ 函数，算法 １⁃ＡＮＴ 以小于 １ ／ ｅ
ｃ
ρ 的概率

优化时间最多为 ｅ
ｃ
ρ 。 Ｄｏｅｒｒ 等［３２⁃３３］研究了挥发因子

ρ 对于 １⁃ＡＮＴ 算法的性能影响，指出对于 Ｌｅａｄｉｎ⁃
ｇＯｎｅｓ 和 ＢｉｎＶａｌ 两个函数，存在一个相变现象，且阈

值为 ρ～１ ／ （ｎｌｏｇｎ），其期望时间为指数级到多项式。
蚁群算法中信息素控制参数 α 反映蚂蚁在行

走过程中所积累的信息素对指导蚂蚁搜索方向的相

对重要性，能见度控制参数 β 反映启发式信息对指

导蚂蚁搜索方向的相对重要性。 Ｚｈｏｕ［４５］ 通过构造

ＴＳＰ 实例，研究了参数 α 和 β 对算法计算时间的影

响，指出对于完全图实例，参数设置 α ＝ １，β ＝ ０ 到

α＝ １，β＝ １，其期望运行时间上界也由 Ｏ（ ｎ６）变为

Ｏ（ｎ５）。 Ｋöｔｚｉｎｇ 等［４６］通过构建一个 ＴＳＰ 实例分析

了启发式信息对于蚁群算法的性能影响，指出对于

该实例取 α＝ １，如果 β ＝ １，算法需要指数级运行时

间找到最优解；如果 β＝ｎ，则算法以趋近于 １ 的概率

在一次迭代就能找到最优解。
蚁群算法参数较多，设置也较复杂。 目前理论

分析主要通过一些构造实例来分析不同参数设置对

于算法性能的影响。 针对一般性的问题，参数如何

设置对于蚁群算法来说是有效的，还有待于进一步

深入探究。

３．２　 从 １⁃ＡＮＴ 到 ｎ⁃ＡＮＴ
当前对于蚁群优化算法的理论研究， 研究人员

主要还是考虑一只蚂蚁的情况。 不同的文献采用的

算法框架名称不同，主要有 １⁃ＡＮＴ［２９，３１⁃３２］、（１ ＋ １）
ＭＭＡＡ［４５］、ＭＭＡＳ∗ ［２８］、ＭＭＡＳｂｓ

［３４］ 以及 ＭＭＡＳ∗
Ｏｒｄ 和

ＭＭＡＳ∗
Ａｒｂ

［４６］等。 这些算法在每次迭代之后只构造一

个解，是一种比较简单的情况。
Ｎｅｕｍａｎｎ 等人［３６］研究了 λ⁃ＭＭＡＳＩＢ算法求解拟

布尔函数的性能。 他们指出，当 λ ＝ ２，也即构造 ２
个蚂蚁解时，该算法在挥发因子足够小的情况下，能
够在多项式时间内求解 ＯｎｅＭａｘ 函数。

Ａｔｔｉｒａｔａｎａｓｕｎｔｈｒｏｎ 和 Ｆａｋｃｈａｒｏｅｎｐｈｏｌ［４１］ 研究了

ＡＣＯ 算法求解有向无环图单源最短路径问题的多

项式时间界。 特别地，对于顶点数为 ｎ，边数为 ｍ 的

有向无环图，具有 ｎ 只蚂蚁的 ｎ⁃ＡＮＴ 算法能够在期

望时间 Ο（ｎ２ｍｌｏｇｎ ／ ρ）内求解单源最短路径问题。
蚂蚁的数量决定了每次迭代构造的解的个数。

在不同参数情况下，真实的多蚂蚁蚁群系统如何影

响算法性能，如何设置蚂蚁个数，以及 ｎ⁃ＡＮＴ 算法

求解组合优化问题的性能，能够在什么样的时间内

获得什么样的解，是值得进一步研究的问题。
３．３　 从拟布尔函数到 ＮＰ 难问题

３．３．１　 拟布尔函数

以下 ７ 个函数为分析演化和蚁群算法时间复杂

性的典型人工拟布尔函数：

１）ＯｎｅＭａｘ（ｘ）＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ；

２）ＬｅａｄｉｎｇＯｎｅｓ（ｘ）＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
∏
ｉ

ｊ＝１
ｘ ｊ；

３）Ｔｒａｐ（ｘ）＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ＋（ｎ＋１）·∏

ｎ

ｉ＝１
（１－ｘｉ）；

４）ＢｉｎＶａｌ（ｘ）＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
２ｎ－ｉｘｉ；

５）Ｎｅｅｄｌｅ（ｘ）＝ ∏
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ；

６）ＮＨ⁃ＯｎｅＭａｘ（ｘ）＝ ∏
ｋ

ｉ＝１
ｘｉ( ) ∑

ｎ

ｉ＝ｋ＋１
ｘｉ( ) ；

７） Ｆ（ｘ）＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
ｗ ｉｘｉ。

从 ２００６ 年开始，蚁群算法关于时间复杂性分析

的理论研究也相继出现， Ｎｅｕｍａｎｎ［２７，２９］ 等通过模拟

（１＋１）ＥＡ 建立了一个简单的 ＡＣＯ 算法 １⁃ＡＮＴ 分析

模型，给出了 １⁃ＡＮＴ 求解简单拟布尔函数 ＯｎｅＭａｘ
平均时间复杂度为 Ｏ（ｎｌｏｇｎ），并且指出挥发因子对

时间复杂度起着关键性的影响。 与此同时，Ｇｕｔ⁃
ｊａｈｒ［３０］采用近似的常微分方程组估计算法时间复杂

度，研究了 ＧＢＡＳ 和 ＡＳ 两个 ＡＣＯ 算法的同一分析。
Ｄｏｅｒｒ 等［３１］ 以 １⁃ＡＮＴ 求解关于 ＯｎｅＭａｘ 为例，分析

了随着挥发系数的变化，１⁃ＡＮＴ 算法时间复杂度从
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指数时间到多项式时间的相位转移。 Ｄｏｅｒｒ 等［３２⁃３３］

研究了 １⁃ＡＮＴ 算法信息素更新机制对时间复杂度

的影响，指出如果挥发因子设置过小，算法很容易陷

入停滞状态。 对于拟布尔函数 ＬｅａｄｉｎｇＯｎｅｓ 和 Ｂｉｎ⁃
Ｖａｌ，找到最优解的期望时间也是指数级的。 相反，
如果参数设置合理，期望时间也从指数级降低到多

项式时间。
学者们也研究了最大最小蚂蚁系统（ｍａｘ⁃ｍｉｎ

ａｎｔ ｓｙｓｔｅｍ ，ＭＭＡＳ） ［９］ 算法的性能。 该算法是蚁群

优化的一个变体，其使用 Ｂｅｓｔ⁃Ｓｏ⁃Ｆａｒ 更新机制。 对

于一些优化问题，最大最小蚂蚁系统能够有效地避

免停滞，并能获得一个更有效的运行时间界。 Ｇｕｔ⁃
ｊａｈｒ 和 Ｓｅｂａｓｔｉａｎｉ［３４］分析了 ＭＭＡＳ 在求解 Ｎｅｅｄｌｅ⁃ｉｎ⁃
ａ⁃Ｈａｙｓｔａｃｋ 和 ＬｅａｄｉｎｇＯｎｅｓ 两个拟布尔函数的时间

复杂度，并基于演化算法中适应值划分技术的基础

上提出了一种 ＡＣＯ 的时间复杂度理论分析框架，将
作为一般分析的一个非常有用的工具。 ２００７ 年，
Ｎｅｕｍａｎｎ 等［３５］将 ＡＣＯ 算法扩展到单峰函数和高原

函数的期望运行时分析上，并使用非齐次过程估计

了信息素边界的首达时间，进一步研究了 １⁃ＡＮＴ 算

法关于 ＬｅａｄｉｎｇＯｎｅｓ、Ｎｅｅｄｌｅ 等其他拟布尔函数的时

间复杂度；Ｋöｔｚｉｎｇ 等［３７］也进一步研究了两种 ＭＭＡＳ
算法求解线性拟布尔函数的时间复杂度，并给出了

求解所有线性函数的一般时间上界Ο（ｎ３ ｌｏｇｎ ／ ρ）。
Ｎｅｕｍａｎｎ、Ｓｕｄｈｏｌｔ 和 Ｗｉｔｔ［３８］ 研究了 ＡＣＯ 与局部搜

索混合算法的影响，他指出对于一些人工构造的函

数，ＡＣＯ 算法结合局部搜索能够以较高的概率将指

数时间转为多项式时间。 对于另外一些函数，情况

则相反。
以上所有研究分析使用的方法和工具为组合优

化问题的更深层次的分析奠定了坚实的基础。
３．３．２　 Ｐ 问题

一些确定性的算法能够在多项式时间内求解 Ｐ
类的组合优化问题，实验表明 ＡＣＯ 算法进行求解也

显示出了其优越性。 ＡＣＯ 算法在一些简单函数上的

分析所使用的方法和工具，也进一步推广到实际的

组合优化问题上的分析中。 目前 ＡＣＯ 算法针对多

项式可求解问题的理论分析也获得了一些结果。 我

们并不期望蚁群优化算法在这些优化问题上能够优

于那些最好的算法，而关键是对于其理论分析能够

更深入地了解蚁群算法工作机制，更好指导算法的

设计及应用。
最小生成树（ｍｉｎｉｍｕｍ ｓｐａｎｎｉｎｇ ｔｒｅｅｓ）问题是数

据结构与算法设计中一个经典的图论问题。 两个著

名的确定性算法 Ｋｒｕｓｋａｌ 和 Ｐｒｉｍ 分别有最坏情况下

的时间复杂度Ο（（ｍ＋ｎ）ｌｏｇｎ）和 Ο（ｎｌｏｇｎ＋ｍ） （ｎ 为

顶点数， ｍ 为边数）。 Ｎｅｕｍａｎｎ 和 Ｗｉｔｔ［３９］ 分析了

ＡＣＯ 算法求解最小生成树问题的时间复杂度，其蚂

蚁解的构建是基于两种不同的构造图，Ｂｒｏｄｅｒ⁃ｂａｓｅｄ
和 Ｋｒｕｓｋａｌ⁃ｂａｓｅｄ，并证明了最大最小蚂蚁系统求解

最小生成树问题的期望时间上界为 Ο（ｍｎｌｏｇｎ）。
最小割 （ｍｉｎｉｍｕｍ ｃｕｔ） 问题是图论中经典的组

合优化问题，其存在一些多项式求解算法。 跟最小

割相关的问题如最小 ｋ⁃割和 ｍｕｌｔｉｗａｙ 割等问题都是

ＮＰ 难问题［６］。 Ｋöｔｚｉｎｇ 等［４０］ 分析了 ＡＣＯ 算法在求

解经典的最小割问题的时间复杂度，并研究了参数

设置对于不同实例的运行时行为的影响。 若参数 α
＝ ０，β ＝ １，对于任意给定的带权图，算法 ＭＭＡＳ∗找

到一个最小割的期望时间上界为 Ο（ｎ２）；若参数 α
＝ １， β ＝ １， 则 算 法 的 优 化 时 间 为

Ｏ
（ｎ－２＋２ｃｎ）！

（ｎ－２）！ （２ｃｎ）！
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，其中 ｃｎ ＝ｈ ／ ｌ，ｈ 和 ｌ 为最大、最

小蚂蚁算法的信息素边界值；若 ｃｎ ＝ ｋ 为常数，则期

望时间变为 Ο（ｎ２ｋ）。
最短路径问题的目标是搜索图中两结点之间的

最短路径。 Ｄｉｊｋｓｔｒａ 算法是求解该问题的典型路由

算法，用于计算一个节点到其他所有节点的最短路

径。 文献［４１⁃４３］研究了最短路径问题，并分别分析

了 ＡＣＯ 算法求解无环、有环、带有噪声情况下最短

路径问题的计算时间。 Ａｔｔｉｒａｔａｎａｓｕｎｔｈｒｏｎ 和 Ｆａｋｃｈａ⁃
ｒｏｅｎｐｈｏｌ［４１］研究了 ＡＣＯ 算法求解有向无环图单目标

最短路径问题（ ｓｉｎｇｌｅ ｄｅｓｔｉｎａｔｉｏｎ ｓｈｏｒｔｅｓｔ ｐａｔｈ， ＳＤ⁃
ＳＰ）的多项式时间界。 对于顶点数为 ｎ 边数为 ｍ 的

有向无环图，具有 ｎ 只蚂蚁的 ｎ⁃ＡＮＴ 算法能够在期

望时间 Ο（ｎ２ｍｌｏｇ ｎ ／ ρ）内求解单源最短路径问题。
在此基础上，Ｈｏｒｏｂａ 和 Ｓｕｄｈｏｌｔ［４２］ 将结果扩充

到最大最小蚂蚁系统（ＭＭＡＳ），得到 ＭＭＡＳＳＤＳＰ关于

单目标最短路径（ＳＤＳＰ）问题和 ＭＭＡＳＡＰＳＰ关于全部

顶点对的最短路径问题（ａｌｌ⁃ｐａｉｒｓ ｓｈｏｒｔｅｓｔ ｐａｔｈ， ＡＰ⁃
ＳＰ） 的 计 算 时 间 上 界 分 别 为 Ο （ ｌｍ ＋ ｎ ／ ρ ） 和

Ο（ｎｌｏｇ ｎ＋ｌｏｇ ｌｌｏｇ（Δｌ） ／ ρ），后者为目前元启发式算

法（ｍｅｔａ⁃ｈｅｕｒｉｓｔｉｃ）关于 ＡＰＳＰ 问题最好的界。 进一

步，Ｓｕｄｈｏｌｔ 和 Ｔｈｙｓｓｅｎ［４３］ 讨论了边权数带噪声随机

最短路径问题，给出了噪声强度、近似保证以及平均

时间复杂度之间的权衡关系。
最近，Ｌｉｓｓｏｖｏｉ 和 Ｗｉｔｔ［４４］ 研究了 λ 只蚂蚁的最

大最小蚂蚁系统 λ⁃ＭＭＡＳ 算法在动态 ＳＤＳＰ 问题上

的时间复杂度。 他们指出每个顶点上放一定数量的

蚂蚁甚至是常数只蚂蚁就能有效地求解动态 ＳＤＳＰ
问题，给出了蚂蚁数量、挥发因子及计算时间之间的

关系。 此外，他们还研究了 ＭＭＡＳ 算法在动态

ＭＡＺＥ 函数上的性能［４７］。
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３．３．３　 ＮＰ 难问题

旅行商问题（ ｔｒａｖｅｌｉｎｇ ｓａｌｅｓｍａｎ ｐｒｏｂｌｅｍ， ＴＳＰ）
是组合优化中著名的 ＮＰ 难问题，也是蚁群算法的

首个成功的测试问题。 Ｚｈｏｕ［４５］ 首次分析了蚁群算

法求解两个 ＴＳＰ 实例的计算时间，从理论上首次证

实了蚁群算法求解 ＮＰ 难问题的有效性，是蚁群算

法关于 ＮＰ 难问题时间复杂性分析的首项工作。 作

者首次提出 ＡＣＯ 求解 ＴＳＰ 的严格计算时间分析，构
造了完全图和非完全图的两个 ＴＳＰ 实例，分析和估

计了（１＋１）ＭＡＸ⁃ＭＩＮ Ａｎｔ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ 求解 ＴＳＰ 实例

的平均计算时间上界；同时讨论了算法中关于能见

度和信息素值等控制参数的变化对算法计算时间的

影响。 Ｋöｔｚｉｎｇ 等人［４６］在文献［４５］的基础上进行了

有效的扩展，使用了一种新的蚂蚁解的构造图的方

式，表明其具有更强的局部属性，并证明了能够得到

一个更好的计算时间界。 对于一些实例，算法容易

陷入局部最优，计算时间为指数级。 然而，当启发式

因子足够大时，很快就能够找到最优解。
实际上，许多经典的组合优化问题都为 ＮＰ 难

解问题［７］。 由复杂性理论可知对于这类问题，不存

在多项式时间的确定性算法除非 Ｐ ＝ＮＰ。 蚁群优化

算法求解更多的 ＮＰ 难问题的性能目前还未知，这
方面的工作才刚开始，对于更深入的了解蚁群算法

的运行机理，求解 ＮＰ 难问题的性能，以及指导算法

设计及应用有重要的现实意义。
表 １ 列举了近十年来蚁群优化算法理论研究的

一些典型研究成果，包括从简单的拟布尔函数到 ＮＰ
难问题，不同的信息素更新机制，以及参数设置对算

法性能影响等方面的理论研究成果。

表 １　 蚁群优化算法计算复杂性理论成果

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｌｉｓｔ ｏｆ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ Ａｎｔ Ｃｏｌｏｎｙ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

问题 说明 算法模型 时间复杂度 相关文献

ＯｎｅＭａｘ ＯｎｅＭａｘ（ｘ）＝ ∑
ｎ

ｉ＝ １
ｘｉ １⁃ＡＮＴ Ο（ｎｌｏｇｎ） Ｎｅｕｍａｎｎ［２７，２９］

ＬｅａｄｉｎｇＯｎｅｓ ＬｅａｄｉｎｇＯｎｅｓ（ｘ）＝ ∑
ｎ

ｉ＝ １
∏
ｉ

ｊ＝ １
ｘ ｊ ＭＭＡＳ∗ Ο（ｎ２＋（ｎｌｏｇｎ） ／ ρ） Ｎｅｕｍａｎｎ 等［３５］

Ｌｉｎｅａｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎ Ｆ（ｘ）＝ ∑
ｎ

ｉ＝ １
ｗｉｘｉ ＭＭＡＳ ／ ＭＭＡＳ∗ Ο（（ｎ３ ｌｏｇｎ） ／ ρ） Ｋöｔｚｉｎｇ 等［３７］

Ｍｉｎｉｍｕｍ
ｓｐａｎｎｉｎｇ ｔｒｅｅ

最小生成树问题 １⁃ＡＮＴ Ο（ｍｎ（ｌｏｇｎ＋ｌｏｇｗｍａｘ）） Ｎｅｕｍａｎｎ 和 Ｗｉｔｔ ［３９］

Ｍｉｎｉｍｕｍ ｃｕｔ
ｐｒｏｂｌｅｍ

最小割问题（带权图）；信息素

的界为［ ｌ，ｈ］，ｃｎ ＝
ｈ
ｌ
，

ＭＭＡＳ∗

Ο（ｎ２）（α＝ ０，β＝ １）；

Ｏ
（ｎ－２＋２ｃｎ）！

（ｎ－２）！ （２ｃｎ）！
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

若 ｃｎ ＝ ｋ 为常数，

Ο（ｎ２ｋ）（α＝ １，β＝ １）；

Ｋöｔｚｉｎｇ 等［４０］ 　

Ｓｉｎｇｌｅ Ｄｅｓｔｉｎａｔｉｏｎ
Ｓｈｏｒｔｅｓｔ Ｐａｔｈ，
ＳＤＳＰ

其中 ｍ 为给定图的边数，Δ 为

最大出度， ｌ 为所有最短路径

（如果不止一条）的最大边数，ρ
为 ＡＣＯ 算法的挥发因子

ｎ⁃ＡＮＴ Ο（ｍΔｌｌｏｇ（Δｌ）
ρ

） Ａｔｔｉｒａｔａｎａｓｕｎｔｈｒｏｎ 等［４１］

Ａｌｌ⁃ｐａｉｒｓ Ｓｈｏｒｔｅｓｔ
Ｐａｔｈ（ＡＰＳＰ）

ＭＭＡＳＡＰＳＰ Ο（Δｌｌ∗＋ｌ ／ ρ） Ｈｏｒｏｂａ 和 Ｓｕｄｈｏｌｔ ［４２］

Ｄｙｎａｍｉｃ ＳＤＳＰ λ⁃ＭＭＡＳ
Ο（ ｌ＋ｌｌｎ（τｍａｘ ／ τｍｉｎ） ／ ρ）（λ＝

２ｅ ／ τｍｉｎ）
Ｌｉｓｓｏｖｏｉ 和 Ｗｉｔｔ［４４］

ＴＳＰ 完全图实例 （１＋１）ＭＭＡＡ
Ο（ｎ６＋（１ ／ ρ）ｎｌｎｎ）（α＝ １，β＝

０）；Ο（ｎ５＋（１ ／ ρ）ｎｌｎｎ）
（α＝ １，β＝ １）

Ｚｈｏｕ［４５］

ＴＳＰ Ｇ１ ＭＭＡＳ∗
Ａｒｂ Ο（ｎ３ ｌｏｇｎ＋ｎｌｏｇｎ ／ ρ）（α＝ １，β＝ １） Ｋöｔｚｉｎｇ 等［４６］
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４　 结束语

本文从蚁群算法框架、理论分析方法以及理论

研究结果等方面出发，对蚁群优化算法的理论研究

进展进行了归纳和介绍。 此外，还对蚁群优化算法

理论研究中的若干问题进行了分析讨论。 当前蚁群

算法的理论研究成果仍然有限，其理论分析方法和

数学工具有待进一步完善和探索。 蚁群算法理论研

究中还有许多亟待解决的问题。
１）蚁群算法理论分析工具还非常有限，这也是

阻碍其向前发展的一个主要因素。 现有的理论分析

方法主要是马尔可夫链理论、适应值划分技术及漂

移分析等方法。 这些工具或者本身比较复杂，或者

只是适应一些特殊情形的分析，甚至还需要满足一

些严格的条件才能使用。 因此寻求新的方法和工具

也是未来的一个方向。
２）当前蚁群优化算法理论研究局限于一些简

化的算法模型，基于种群的、更加复杂的构造过程还

有待于进一步深入研究。 对于 ｎ⁃ＡＮＴ 算法的有效

性如何，是否蚂蚁的数量与算法的时间复杂度存在

某种关系还未知。 通过研究群体规模、构造过程、算
法参数等对算法性能的影响，深入挖掘蚁群优化算

法的潜能，更好地指导算法设计及应用。 对于一个

ＮＰ 难解组合优化问题，蚁群算法能否获得比已有算

法更好的近似比？ 如何获得更紧的时间界等，这些

问题都有待于深入研究。
３）将现有蚁群优化算法的理论分析结果扩展

到更多的智能算法中。 目前在差分进化算法、分布

评估算法、粒子群算法以及 Ｍｅｍｅｔｉｃ 算法等随机启

发式搜索的理论研究还非常有限，可以尝试将现有

的理论分析结论进行有效扩展。 此外，当前蚁群算

法主要关注离散空间优化，可以向连续优化做进一

步扩充。 通过对更多算法、更多问题的研究，从中找

出一些共性的东西，进一步丰富和增强群智能搜索

算法的理论基础。
蚁群优化算法理论研究中涉及到的问题很多，

本文不可能做到面面俱到，希望能够起到一个抛砖

引玉的作用，对于今后更加深入的研究能够有所帮

助和启发。
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