
第 １１ 卷第 ５ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 智　 能　 系　 统　 学　 报　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ｖｏｌ．１１ №．５
２０１６ 年 １０ 月　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＣＡＡＩ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｉｎｔｅｌｌｉｇｅｎｔ Ｓｙｓｔｅｍｓ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ｏｃｔ． ２０１６

ＤＯＩ：１０．１１９９２ ／ ｔｉｓ．２０１６０１０１７
网络出版地址：ｈｔｔｐ： ／ ／ ｗｗｗ．ｃｎｋｉ．ｎｅｔ ／ ｋｃｍｓ ／ ｄｅｔａｉｌ ／ ２３．１５３８．ＴＰ．２０１６０９１３．０８３８．００２．ｈｔｍｌ

多信号输入下多智能体系统的图可控性分类

李自强，纪志坚，晁永翠，董洁
（青岛大学 自动化工程学院，山东 青岛 ２６６０７１）

摘　 要：在多信号输入情形下，对多智能体系统的图可控性分类进行了分析，构建了新的基于多信号输入下的系统

模型。 进而利用秩判据和 ＰＢＨ 判据，在新的模型下得到系统与可控性的关系，新的模型更方便地表现多智能体系统

的一般性。 此外，在拉普拉斯矩阵下，对多智能体系统与可控性的关系做了详细的分析与研究，特别是在拉普拉斯

矩阵的特征值与系统能控性的关系方面进行了分析。 解决了多信号输入下可控性分类的问题，并提高了研究可控

性的准确性。 而且，在已有结论的基础上对多智能体系统可控性的内容进行了完善。
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学术界对多智能体系统已经有了广泛

的研究和关注［１⁃１４］，并且已经应用在多个领域中，如
无人机的编队控制、机器人的编队控制，甚至在军事

上也有广泛的应用［１５⁃１７］。 多智能体系统的核心问

题是关于可控性的问题，可控性能够使每个智能体

的状态达到人们所期望的结果，并且使多智能体系

统发挥最大的作用。 所以，多智能体系统的可控性

研究具有重要的意义。
在多智能体系统中，对具有领导者—跟随者结

构的图可控性研究大都是基于单信号输入下或者是

更为简单的模型下［１３，１８］，在多智能体中，模型的建

立对系统的可控性有着重要的影响。 在所建立的模

型下，充分认识系统与可控性的关系，并理解系统对

可控性的影响，这些无疑对解决多智能体系统的可

控性问题提供了很好的方法和帮助。 所以研究特定
.



模型下系统的可控性成为一个热点。
Ｔａｎｎｅｒ 是最早通过系统中各节点之间的联系来

研究可控性的［１９］。 他通过邻居信息，提出了其中一

个节点为领导者时系统可控的充分必要条件，并得

到了无向图下的能控性定理。 这对后续有关可控性

的研究给予了很大的帮助。 早在 Ａｇｕｉｌａｒ 的文章

中［１８］，Ａｇｕｉｌａｒ 就整个图的可控性进行分类，根据图

选取不同的领导者时图是否可控，来定义了 ３ 种图

可控性，并就 ３ 种分类进行了详细的分析，但是

Ａｇｕｉｌａｒ 的文章内容是在单信号输入的特殊模型下

进行研究的，即每个领导者节点受到同一个信号的

输入，而本文是在更一般的多信号输入模型下进行

研究，每个领导者节点可能受到不同的多个信号的

输入，这种多信号输入的模型更能准确地表现多智

能体系统的一般性，而且本文纠正了 Ａｇｕｉｌａｒ 文

章［１８］中关于齐次向量的条件可控图问题。
一些研究者［１９⁃２２］ 近几年对基于拉普拉斯矩阵

下的可控性作了很多的研究，本文也是在拉普拉斯

矩阵下，结合矩阵论的知识［２３⁃２５］，对系统的可控性

与拉普拉斯矩阵的关系进行了研究，特别是在拉普

拉斯矩阵的特征值和特征向量等对系统可控性的影

响方面进行了深入的研究，另外，本文主要在多输入

信号情况下，对多智能体系统中的图可控性进行分

类，具体分为多信号输入下本质可控图，多信号输入

下完全不可控图以及多信号输入下条件可控图，并
就这 ３ 种分类的特殊性进行了描述，而且对它们的

性质进行了相应的阐述。

１　 预备知识

在多智能体系统中，图的节点代表智能体，图中

的边线代表智能体之间的通信链接。 本文中考虑的

是简单图，即没有封闭环形或重边的无权重无向图。
图 Ｇ 表示为 Ｇ ＝ ［Ｖ Ｅ］，其中 ｎ 个点的点集表示为

Ｖ＝［１ ２ … ｎ］，边集为 Ｅ ＝ ｛（ ｉ，ｊ）∈Ｖ×Ｖ｝，输入节

点集 合 表 示 为 Ｓ ＝ ［ ｉ１ ｉ２ … ｉｑ ］， 并 且 满 足

ｉ１＜ｉ２＜…＜ｉｑ，输入节点称为领导者节点，剩下的跟随

者节点集合即为 Ｖ ＼ Ｓ。 图 Ｇ 的邻接矩阵为 Ａ∈
Ｒｎ×ｎ，它的全部元素满足当（ ｉ，ｊ）∈Ｅ 时，ａｉｊ ＝ １；否则

ａｉｊ ＝ ０。 如果（ ｉ，ｊ）∈Ｅ，那么节点 ｉ 和节点 ｊ 是相邻

点，节点 ｉ 的相邻点集合为 Ｎｉ ＝ ｛ｋ ａｉｋ ＝ １｝，一个节

点 ｉ 的度 ｄｉ 为它的相邻点的数量。 图 Ｇ 的度矩阵

为 Ｄ∈Ｒｎ×ｎ，它是对角矩阵，第 ｉ 个对角元素为 ｄｉ。
图的拉普拉斯矩阵表示为 Ｌ＝Ｄ－Ａ。

在图 Ｇ 中，对于点集合的两个节点 ｉ 和节点 ｊ，

定义节点 ｉ 和节点 ｊ 之间的距离为 ｄＧ（ ｉ，ｊ），表示为

节点 ｉ 和节点 ｊ 之间最短的通道。 当图中任意一对

节点之间存在一条通道时，我们说图 Ｇ 是连通的。
拉普拉斯矩阵是半正定且实对称的，因此 Ｌ 的特征

值可以给定顺序为 λ１≤λ２≤…≤λｎ，其中特征值

λ１ ＝ ０对应的特征向量为［１ １ … １］ Ｔ。 如果图 Ｇ 是

连通的，则 λ１ ＝ ０ 是 Ｌ 的非重特征根，此时有 λ２＞０，
本文中图 Ｇ 的特征值或特征向量即为图拉普拉斯

矩阵 Ｌ 的特征值或特征向量。
给定域 ｋ 上的向量空间 Ｐ，Ｑ 是 Ｐ 的有限子集，

则 Ｑ 的生成空间为 Ｑ 中元素的所有有限线性组合

组成的集合。 如果 Ｑ ＝ ［ ｐ１ ｐ２ … ｐｒ］，则生成空间

ｓｐａｎ（Ｑ）＝ ｓｐａｎ（ｐ１，ｐ２，…，ｐｒ）＝ ｛λ１ｐ１＋λ２ｐ２…＋λｒｐｒ ｜
λ１，λ２，…，λｒ∈ｋ｝。 令〈Ｌ；Ｂ〉表示包含 Ｂ 的最小 Ｌ⁃
不变子空间，即〈Ｌ；Ｂ〉 ＝ ｓｐａｎ ＬｋＢ ｋ∈Ｎ０{ } ，并且，当
ｄｉｍ（〈Ｌ；Ｂ〉）＝ ｋ＋１ 时，｛Ｂ，ＬＢ，…，ＬｋＢ｝是〈Ｌ；Ｂ〉
的一个基。 其中 ｄｉｍ（〈Ｌ；Ｂ〉）表示矩阵（〈Ｌ；Ｂ〉）
的空间维数。 如果 ｄｉｍ（〈Ｌ；Ｂ〉）＝ ｎ，则系统（Ｌ，Ｂ）
是可控的。

本文主要分析 Ｇ ＝ （Ｖ，Ｅ）上的可控性问题，其
中 ｘｉ（ ｔ）∈Ｒ 代表了节点 ｉ∈Ｖ 在时刻 ｔ 时的状态，
节点间的相互关系由边集 Ｅ 来表示。 在时刻 ｔ 时，
一个外部控制向量通过一状态向量 ｂｍ∈Ｒｑ 施加在

节点 ｉ 上。 单个节点的状态方程可以表示为

ｘ·ｉ（ ｔ） ＝ － ∑
｛ ｉ，ｊ｝∈Ｅ

（ｘｉ － ｘ ｊ） ＋ ｂＴ
ｍｕ（ ｔ）

　 　 另外，在时刻 ｔ，输出方程 ｙ（ ｔ）∈Ｒｐ 由输出矩阵

Ｃ∈Ｒｎ×ｐ表示。 所以对于连通图 Ｇ ＝ （Ｖ，Ｅ），整个系

统方程表示为

ｘ· ＝ － Ｌ（Ｇ）ｘ（ ｔ） ＋ ＢＵ（ ｔ）

ｙ· ＝ Ｃｘ（ ｔ）{ （１）

式中 Ｂ＝［ｂ１ ｂ２… ｂｎ］ Ｔ∈Ｒｎ×ｑ。
定义 １　 如果所有领导者节点都受到同一个信

号的输入，那称这样的系统为单信号输入系统。 当

系统受到多个信号输入时，称这样的系统为多信号

输入系统。
在单信号输入系统下，对于具有 ｎ 个点的图中，

定义输入节点集合 Ｓ ＝ ｛ ｉ１， ｉ２，…， ｉｑ ｝，并且满足

ｉ１＜ｉ２＜…＜ｉｑ，每个输入节点都受到同一个信号的输

入时，相应的输入矩阵 Ｂ 可以改成输入向量 ｂ ＝
［ｂ１ ｂ２… ｂｎ］ Ｔ∈｛０，１｝ ｎ，即 ｂｉ ∈｛０，１｝，定义 Ｖｂ ＝
｛ ｉ∈Ｖ ｂｉ ＝ １｝为领导者节点集合，Ｖ ＼Ｖｂ 为跟随者节

点集合，控制单信号为 ｕ（ ｔ）。 系统（１）可以改写为

ｘ· ＝ － Ｌ（Ｇ）ｘ（ ｔ） ＋ ｂｕ（ ｔ）

ｙ· ＝ Ｃｘ（ ｔ）{ （２）
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　 　 在多信号输入系统下，系统可以分为 ２ 种，对于

系统（１），一种情况是在 ｎ 个点的图中，定义输入节点

集合 Ｓ 每个点只收到一个信号的输入时（每个点收到

的信号不一定相同），相应的输入矩阵 Ｂ ＝ ［ｅｉ１ ｅｉ２…
ｅｉｑ］∈Ｒｎ×ｑ，ｅｉｘ表示第 ｉｘ 个元素为 １，其他元素为零的

列向量，ｘ｛１，２，…，ｑ｝，Ｕ（ ｔ）是有 ｑ 个控制器的向

量，即 Ｕ（ ｔ）＝ ｕ１（ ｔ） ｕ２（ ｔ） … ｕｑ（ ｔ）[ ] Ｔ。
另一种情况是在 ｎ 个点的图中，定义输入节点

集合 Ｓ，每个点可能收到多个信号的输入，相应的输

入矩阵为

Ｂ ＝
ｂ１１ … ｂ１ｑ

︙ ︙ ︙
ｂｎ１ … ｂｎｑ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

∈ Ｒｎ×ｑ

式中：ｂｉｊ∈ ０，１{ } ，１≤ｉ≤ｎ，１≤ｊ≤ｑ。

２　 主要结论

首先讨论单信号输入下系统可控性与多信号输

入下系统可控性的区别和联系。
多信号输入下系统可控性与单信号输入下系统

可控性是有很大区别的，在选取的领导者下，有些图

在单信号输入系统下是不可控的，但在多信号输入

系统下却不一定不可控。
图 １ 为具有 ４ 个节点的情形，选取节点 ２ 和节点 ４

为领导者，当这 ２ 个节点受到单信号输入时，ｂ＝
０ １ ０ １[ ] Ｔ，根据秩判据 ｒａｎｋ ｂ Ｌｂ Ｌ２ｂ Ｌ３ｂ[ ] ＜４，此时

在选取的领导者下，系统不可控。 当 ２ 个节点受到不

同信号输入时，即多信号输入系统下，令 Ｂ＝［ｅ２ ｅ４］，根
据秩判据 ｒａｎｋ Ｂ ＬＢ Ｌ２Ｂ Ｌ３Ｂ[ ] ＝４，此时系统可控。

图 １　 具有 ４ 个节点的图

Ｆｉｇ．１　 Ｔｈｅ ｇｒａｐｈ ｗｉｔｈ ４ｖｅｒｔｉｃｅｓ
当任意选取领导者节点时，有些图在单信号输

入系统下是完全不可控的，但在多信号输入系统下

并非完全不可控的。

图 ２　 具有 ６ 个节点的图

Ｆｉｇ．２　 Ｔｈｅ ｇｒａｐｈ ｗｉｔｈ ６ ｖｅｒｔｉｃｅｓ
图 ２ 中任选节点为领导者，该图在单信号输入

系统下是完全不可控的，即任选 ｂ∈｛０，１｝ ｎ，根据秩

判据 ｒａｎｋ ｂ Ｌｂ … Ｌ５ｂ[ ] ＜６，系统（Ｌ，ｂ）不可控。 当

选取节点 １ 和节点 ５ 为领导者且 ２ 个节点受到不同

信号 输 入 时， 即 在 多 信 号 输 入 系 统 下， 令

Ｂ＝［ｅ１ ｅ５］，根据秩判据 ｒａｎｋ Ｂ ＬＢ … Ｌ５Ｂ[ ] ＝ ６，此
时系统（Ｌ，Ｂ）可控。

通过上文，可以看出多信号输入下可控性与单

信号输入下可控性有很大的区别，那么就有必要讨

论基于拉普拉斯矩阵下的多信号输入系统与系统可

控性的关系，本文通过下面的定理给出。
定理 １　 假定可对角化矩阵 Ｌ 无重特征值，矩

阵 Ｕ 是由 Ｌ 的线性无关的单位特征向量构成的矩

阵，那么〈Ｌ；Ｂ〉的维数等于 Ｗ＝Ｕ－１Ｂ 中非零列向量

的个数。 特别地，系统（Ｌ，Ｂ）是可控的充要条件是

Ｗ 矩阵中无零列向量。 当 Ｌ 有重特征值，且 ｗｉ≠０ｑ

时，系统（Ｌ，Ｂ）是不可控的，当且仅当重特征值 λ ｉ

所对应的向量组 ｗｉ 中，存在线性相关的向量，其中

ｉ＝ １，２，…，ｎ。
证明　 令 Ｄ 为对角矩阵，其对角元素为 Ｌ 的特

征 值， 则 有 Ｌ ＝ ＵＤＵ－１， 令 Ｗ ＝ Ｕ－１ Ｂ ＝
ｗ１，ｗ２，…，ｗｎ[ ] Ｔ，Ｗ∈Ｒｎ×ｑ。 其中 ｗｉ 为列向量，ｉ∈

｛１，２，…，ｎ｝。
Ｂ ＬＢ … Ｌｎ－１Ｂ[ ] ＝

Ｂ ＵＤＵ －１Ｂ ＵＤＵ －１( ) ２Ｂ … ＵＤＵ －１( ) ｎ－１Ｂ[ ] ＝
Ｂ ＵＤＵ －１Ｂ ＵＤ２Ｕ －１Ｂ … ＵＤｎ－１Ｕ －１Ｂ[ ] ＝

Ｕ Ｕ －１Ｂ ＤＵ －１Ｂ … Ｄｎ－１Ｕ －１Ｂ[ ] ＝
Ｕ Ｗ ＤＷ … Ｄｎ－１Ｗ[ ] ＝

Ｕ

ｗＴ
１ λ１ｗＴ

１ … λ１
ｎ－１ｗＴ

１

ｗＴ
２ λ２ｗＴ

２ … λｎ－１
２ ｗＴ

２

︙ ︙ ︙
ｗＴ

ｎ λｎｗＴ
ｎ … λｎ－１

ｎ ｗＴ
ｎ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

（３）

　 　 由于 Ｕ 是非奇异矩阵，所以它不影响式（３）右
边矩阵的秩，右边的矩阵展开后即为

ｗ１１ …ｗ１ｑ

︙ ︙
ｗｎ１ …ｗｎｑ

λ１ｗ１１ … λ１ｗ１ｑ

︙ ︙
λｎｗｎ１ … λｎｗｎｑ

λｎ－１
１ ｗ１１ … λｎ－１

１ ｗ１ｑ

︙ ︙
λｎ－１
ｎ ｗｎ１ … λｎ－１

ｎ ｗｎｑ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

　 　 对上式进行列变换得

ｗ１１ λ１ｗ１１ …λｎ－１
１ ｗ１１

︙ ︙ ︙ ︙
ｗｎ１λｎｗｎ１…λｎ－１

ｎ ｗｎ１

…

…

ｗ１ｑ λ１ｗ１ｑ … λｎ－１
１ ｗ１ｑ

︙ ︙ ︙
ｗｎｑ λｎｗｎｑ … λｎ

ｎ－１ｗｎｑ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＝

ｗ１１

⋱
ｗｎ１

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

１ λ１ … λｎ－１
１

︙ ︙ ︙
１ λｎ … λｎ－１

１

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

…
é

ë

ê
ê
ê
ê
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ｗ１ｑ

⋱
ｗｎｑ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

１ λ１ … λｎ－１
１

︙ ︙ ︙
１ λｎ … λｎ－１

ｎ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

ù

û

ú
ú
ú
ú

＝

ｗ１１

⋱
ｗｎ１

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

…
ｗ１ｑ

⋱
ｗｎｑ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

１ λ１ … λ１
ｎ－１

︙ ︙ ︙
１ λｎ … λｎ

ｎ－１

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

⋱

１ λ１ … λ１
ｎ－１

︙ ︙ ︙
１ λｎ … λｎ

ｎ－１

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

（４）
　 　 当特征值不同时，式（４）后面的矩阵是满秩的，
只需考虑式（４）前面 １×ｑ 矩阵，其中每个元素为 ｎ×ｎ
的对角矩阵，则此矩阵实际上是具有 ｎ 行，ｎ×ｑ 列的

矩阵：
ｗ１１

⋱
ｗｎ１

…
ｗ１ｑ

⋱
ｗｎｑ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

　 　 根据此矩阵的特点，取第 ｉ 行，当 ｗ ｉｊ ＝ ０ 时，此
矩阵的维数小于 ｎ，其 ｊ∈｛１，２，…，ｑ｝。 所以〈Ｌ；Ｂ〉
的维数取决于向量 ｗＴ

ｉ ，即 Ｌ 无重特征值时，〈Ｌ；Ｂ〉
的维数等于 Ｗ＝Ｕ－１Ｂ 中非零列向量的个数，而且当

且仅当 Ｗ 矩阵中无零列向量时，ｄｉｍ（〈Ｌ；Ｂ〉）＝ ｎ，
即此时系统可控。

当 Ｌ 有重特征值情况时，根据无重特征值的情

况，证明如下：
Ｂ ＵＤＵ －１Ｂ ＵＤＵ －１( ) ２Ｂ … ＵＤＵ －１( ) ｎ－１Ｂ[ ] ＝

Ｕ

ｗＴ
１ λ１ｗＴ

１ … λｎ－１
１ ｗＴ

１

ｗＴ
２ λ２ｗＴ

２ … λｎ－１
２ ｗＴ

２

︙ ︙ ︙
ｗＴ

ｎ λｎｗＴ
ｎ … λｎ－１

ｎ ｗＴ
ｎ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

　 　 设 λ ｉ ＝λ ｊ，若 ｗｉ ＝ ｋｗ ｊ，其中 ｋ∈Ｒ，ｉ，ｊ∈１，２，…，
ｎ 且 ｉ≠ｊ，则 ｒａｎｋ Ｂ ＬＢ … Ｌｎ－１Ｂ[ ] ＜ ｎ，此时，系统

（Ｌ，Ｂ）不可控，而且当且仅当重特征值 λ ｉ 所对应的

向量组 ｗｉ 中，存在线性相关的向量时，系统（Ｌ，Ｂ）
是不可控的。 证毕。

通过下面情况的论述都能够验证定理 １ 中无重

特征值时的情况。 对于具有个 ｎ 个节点的图，节点

２ 和节点 ４ 为领导者节点时，此时 Ｗ ＝ Ｕ － １Ｂ ＝
ｗ１… ｗｎ[ ] Ｔ∈Ｒｎ×２，其中 ｗｉ ＝ ｗ ｉ２ ｗ ｉ４[ ] Ｔ， ｉ∈｛１，２，

…，ｎ｝。 根据定理 １ 得

Ｂ ＬＢ … Ｌｎ－１Ｂ[ ] ＝ Ｕ Ｗ ＤＷ … Ｄｎ－１Ｗ[ ] ＝

Ｕ

ｗ１２ ｗ１４

︙ ︙
ｗｎ２ ｗｎ４

λ１ｗ１２ λ１ｗ１４

︙ ︙
λｎｗｎ２ λｎｗｎ４

…
λｎ－１

１ ｗ１２ λｎ－１
１ ｗ１４

︙ ︙
λｎ－１

ｎ ｗｎ２ λｎ－１
ｎ ｗｎ４

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

　 　 在 Ｌ 无重特征值下，仅当存在 ｗ ｉ２ ＝ ｗ ｉ４ ＝ ０ 时，
〈Ｌ；Ｂ〉的维数小于 ｎ，〈Ｌ；Ｂ〉的维数等于 ｗｉ 中非零

向量的个数。 而且当且仅当 ｗ ｉ ≠０ 时， ｄｉｍ （〈Ｌ；
Ｂ〉）＝ ｎ，即此时系统可控。

对于具有 ２ 个节点的图，节点 １ 和节点 ２ 为领

导者节点时，此时 Ｗ ＝Ｕ－１Ｂ ＝ ｗ１ ｗ２[ ] Ｔ∈Ｒ２×２，其中

ｗｉ ＝ ｗ ｉ１ｗ ｉ２[ ] Τ，ｉ∈｛１，２｝。 根据定理 １ 得

Ｂ ＬＢ[ ] ＝ Ｕ Ｗ ＤＷ[ ] ＝

Ｕ
ｗＴ

１ λ１ｗＴ
１

ｗＴ
２ λ２ｗＴ

２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
＝

Ｕ
ｗ１１ ｗ１２ λ１ｗ１１ λ１ｗ１２

ｗ２１ ｗ２２ λ２ｗ２１ λ２ｗ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（５）

　 　 由于 Ｕ 是非奇异矩阵，所以它不影响式（５）右
边矩阵的秩，对式（５）右边矩阵进行列变换得

ｗ１１ λ１ｗ１１ ｗ１２ λ１ｗ１２

ｗ２１ λ２ｗ２１ ｗ２２ λ２ｗ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

ｗ１１ ０
０ ｗ２１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

１ λ１

１ λ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｗ１２ ０
０ ｗ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

１ λ１

１ λ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

ｗ１１ ０
０ ｗ２１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｗ１２ ０
０ ｗ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

１ λ１

１ λ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

１ λ１

１ λ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

　 　 在 λ１≠λ２ 下，上式后面的矩阵是满秩的，根据

前面的矩阵，只有当 ｗ１１ ＝ｗ１２ ＝ ０ 或 ｗ２１ ＝ ｗ２２ ＝ ０ 时，
〈Ｌ；Ｂ〉 的维数小于 ２，而且当且仅当 ｗｉ ≠０ 时，
ｄｉｍ（〈Ｌ；Ｂ〉）＝ ２，即此时系统可控。

令 Ｅｎ 为 ｎ×ｑ 维的矩阵，并且矩阵中的每个元

素为 １；０ｎ 为 ｎ×ｑ 维的矩阵，并且矩阵中的每个元素

为 ０；１ｎ 为 ｎ 维列向量，且每个元素都为 １；０ｑ 为 ｑ 维

列向量，且每个元素都为 ０。 下面推论由定理 １ 的

证明可得。
推论　 对于系统（１），假设 Ｌ 没有重特征值，则

系统（Ｌ，Ｂ）是可控的，当且仅当 Ｌ 的任意一个特征

向量的转置与矩阵 Ｂ 的乘积为非零向量，即ｕＴ
ｉ Ｂ＝

ｗＴ
ｉ ≠０Ｔ

ｑ 。
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注释　 单信号输入系统下，对应的拉普拉斯矩

阵如果存在重特征值，则系统不可控；但是在多信号

输入系统下，并不能单纯依靠存在重特征值来判断

系统的不可控性。
推论 ２　 对于系统（１），无论 Ｌ 有无重特征值

时，若 Ｂ＝ ０ｎ，即 Ｗ＝Ｕ－１Ｂ＝ ｗ１… ｗｎ[ ] Ｔ ＝ ０ｎ，则系统

（Ｌ，Ｂ）不可控。
证明　 同理定理 １ 证明为

Ｂ ＵＤＵ －１Ｂ ＵＤＵ －１( ) ２Ｂ … ＵＤＵ －１( ) ｎ－１Ｂ[ ] ＝

Ｕ Ｗ ＤＷ … Ｄｎ－１Ｗ[ ] ＝ Ｕ ０ｎ Ｄ０ｎ … Ｄｎ－１０ｎ[ ]

则 ｒａｎｋ Ｂ ＬＢ … Ｌｎ－１Ｂ[ ] ＜ｎ，即系统（Ｌ，Ｂ）不可控。

令 ‖ｂ ｊ‖ ＝∑ ｎ

ｉ ＝ １
ｂｉｊ 表示列向量 ｂ ｊ 中非零元素

之和。 令 Ｂ
－
＝Ｅｎ－Ｂ 表示 Ｂ 的补集。

定理 ２　 让 ｎ≥２，对于系统（１），系统（Ｌ，Ｂ）是

可控的，当且仅当系统（Ｌ，Ｂ
－
）是可控的。 而且 Ｂ∉

｛Ｅｎ，０ｎ｝时，ｄｉｍ（〈Ｌ；Ｂ〉）＝ ｄｉｍ 〈Ｌ；Ｂ
－
〉( ) 成立。

证明　 Ｕ 为 Ｌ 标准正交基组成的矩阵，其中 Ｕ

的第一列特征向量为 ｕ１ ＝
１
ｎ
１ｎ。 Ｂ∉｛Ｅｎ，０ｎ｝，Ｂ 中

元素为正实数。 令 Ｗ ＝ Ｕ－１ Ｂ ＝ ｗ１… ｗｎ[ ] Ｔ，并且

Ｗ－ ＝Ｕ－１Ｂ－ ＝ ｗ－ １… ｗ－ ｎ[ ] Ｔ，其中 Ｗ 和 Ｗ
－
∈Ｒｎ×ｑ。 ∗表

示任意实数，但它们满足 ＵＴ 的第 ２ 行到第 ｎ 行向量

都与 １ｎ 正交。 那么，

Ｗ－ ＝ ＵＴＥｎ － ＵＴＢ ＝
１
ｎ

１
ｎ

… １
ｎ

∗ ∗ … ∗
︙ ︙ ︙
∗ ∗ … ∗

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

１ １ … １
１ １ … １
︙ ︙ ︙
１ １ … １

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

－ Ｗ ＝

ｎ
ｎ

ｎ
ｎ

… ｎ
ｎ

０ ０ … ０
︙ ︙ ︙
０ ０ … ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

－ Ｗ

即

Ｗ
－
＝

ｎ
ｎ

ｎ
ｎ

… ｎ
ｎ

０ ０ … ０
︙ ︙ ︙
０ ０ … ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

－ ［ｗ１ … ｗｎ］ Ｔ （６）

　 　 从（６）中可以看出对所有的 ｉ ＝ ２，…，ｎ，有 ｗ－ Ｔ
ｉ ＝

－ｗＴ
ｉ ，另外

ｗＴ
１ ＝ ｕＴ

１Ｂ ＝ １
ｎ
（‖ｂ１‖ ‖ｂ２‖ … ‖ｂｎ‖）

ｗ－Ｔ
１ ＝ ｕＴ

１Ｂ
－
＝ １

ｎ
（ｎ －‖ｂ１‖，ｎ －‖ｂ２‖，…，ｎ －‖ｂｎ‖）

　 　 因为 Ｂ∉｛Ｅｎ，Ｏｎ｝，所以 ｗ１≠Ｏｑ，ｗ
－
ｉ≠Ｏｑ。 这样

可以证明在 Ｂ∉｛Ｅｎ，Ｏｎ｝下 Ｗ－ 和 Ｗ 有相同数目的

非零向量。 而且因为对于所有的 ｉ ＝ ２，３，…，ｎ，有
ｗ－ Ｔ

ｉ ＝ －ｗＴ
ｉ ，无论 Ｌ 有无重特征值，〈Ｌ；Ｂ〉的维数都等

于〈Ｌ；Ｂ
－
〉，即 ｄｉｍ（〈Ｌ；Ｂ〉）＝ ｄｉｍ 〈Ｌ；Ｂ

－
〉( ) 。 而且它

们的维数相同时，可控性也相同。
通过上文的阐述，可以给出多信号输入下图可

控性分类的定义。
定义 ２　 在连通图 Ｇ 中，对于系统（１）
１）如果除去图中每个点都是输入节点以及每

个点都不是输入节点的 ２ 种情况后，任意选取图中

的点为输入节点时，系统（Ｌ，Ｂ）是可控的，则图关于

Ｂ 是多信号输入下本质可控图；
２）如果在图中选取任意点为输入节点时，系统

（Ｌ，Ｂ）都是不可控的，则图关于 Ｂ 是多信号输入下

完全不可控图；
３）如果图关于 Ｂ 即不是多信号输入下本质可

控图也不是多信号输入下完全不可控图，则图关于

Ｂ 是多信号输入下条件可控图。
下面是分情况讨论 ３ 种情况下的图性质。

２．１　 多信号输入下本质可控图

在本节中，主要给出 ２ 个多输入下本质可控图

的必要条件，通过下面的命题论证。
命题 １　 多输入下本质可控图是不对称的。
证明　 设 Ｇ 是多输入下本质可控图，则 Ｌ 必须

有不同的特征值。 在这用反证法，假设多输入下本质

可控图是对称的，则 Ｇ 有一个非平凡自同构群，设
Ｊ 是置换矩阵代表 Ｇ 的一个非恒等自同构，那么存在

２ 个不同的标准正交基 ｅｉ 和 ｅｊ，使得 Ｊｅｉ ＝ ｅｊ 和 Ｊｅｊ ＝
ｅｉ。 则有 Ｊ［ｅｉ ０ｎ…］ ＝［ｅｊ ０ｎ…］和 Ｊ［０ｎ ｅｊ…］ ＝ ［０ｎ ｅｉ
…］。 并且有 ＪＬ（Ｇ）＝ Ｌ（Ｇ）Ｊ，令 Ｂ ＝ ［ｅｉ ０ｎ…］＋［０ｎ

ｅｊ…］。 可以得到 ＪＢ ＝Ｂ。 设 λ 为矩阵 Ｌ 的特征值，
其对应的特征向量为 ｖ，满足 Ｌｖ＝λｖ。 两边同乘以 Ｊ，
有 ＪＬｖ ＝ Ｊλｖ，因为 ＪＬ（Ｇ）＝ Ｌ（Ｇ） Ｊ，则有 Ｌ（Ｊｖ） ＝
λ（Ｊｖ），即 Ｊｖ 也是对应于特征值 λ 的特征向量。 因

为 Ｌ 有一系列正交特征向量，ｖ－Ｊｖ 也是 Ｌ 的特征向

量。 而且 ＪＢ ＝ ＪＴＢ ＝ Ｂ，则有 （ｖ － Ｊｖ）Ｔ Ｂ ＝ ｖＴＢ －
ｖＴＪＴＢ ＝ ｖＴＢ － ｖＴＢ ＝ ０ 即 Ｂ 正交于 Ｌ 的特征向量。
因此系统（Ｌ，Ｂ）是不可控的。 这与 Ｇ 是多输入下本
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质可控图相矛盾。 所以多输入下本质可控图是不对

称的。 结论得证。
任何少于 ６ 个点的图都可以改为对称的图。 如

图 ３（ａ）中，５ 个点的情况可以改为图 ３（ｂ）中对称的

图形。 由此启发可以得到下面的命题。

（ａ）改变前 （ｂ）改变后

图 ３　 具有 ５ 个节点的图

Ｆｉｇ．３　 Ｔｈｅ ｇｒａｐｈ ｗｉｔｈ ５ ｖｅｒｔｉｃｅｓ
命题 ２　 多输入下本质可控图至少有 ６ 个点。
证明　 根据命题 １，并且由任何不对称的图形

至少有 ６ 个点得证。
对于系统（１），不对称的图并不都是多输入下

本质可控图。 通过图（４）可以进行验证。

图 ４　 具有 ６ 个节点的不对称图

Ｆｉｇ．４　 Ｔｈｅ ａｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｇｒａｐｈ ｗｉｔｈ ６ ｖｅｒｔｉｃｅｓ

图 ４ 是一个在给定点标记下的不对称图，它的

拉普拉斯矩阵为

Ｌ ＝

２ － １ － １ ０ ０ ０
－ １ ３ － １ ０ － １ ０
－ １ － １ ４ － １ ０ － １
０ ０ － １ ２ － １ ０
０ － １ ０ － １ ３ － １
０ ０ － １ ０ － １ ２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

　 　 当 输 入 矩 阵 Ｂ ＝ ［ｅ１ ｅ２］ 时， 可 以 求 出

ｒａｎｋ Ｂ ＬＢ … Ｌ５Ｂ[ ] ＜６。 此时系统（Ｌ，Ｂ）是不可控的。
２．２　 多信号输入下完全不可控图

相对于多信号输入下本质可控图，图对称与否

并不与多信号输入下完全不可控图有关联。 对于系

统（１），对称的图并不都是多输入下完全不可控图。
如图 １ 为对称图，当 Ｂ ＝ ［ｅ２ ｅ４］时，根据秩判据，此
时系统可控。

给定图 Ｇ，则可以写出图的拉普拉斯矩阵，也可

以求出图的特征值，特征值所对应的特征向量也可

以求出，由此启发，给出下面的命题。
命题 ３　 图 Ｇ 在有重特征值的情况下，对任意

的 Ｂ 使得 ｗｉ 线性相关，那么这样的图为多信号输

入下完全不可控图。 其中 ｗＴ
ｉ ＝ ｕＴ

ｉ Ｂ，ｕｉ 为重特征值

所对应的特征向量，ｉ＝ １，…，ｎ。
证明　 根据定理 １，得证。
命题 ４　 在图 Ｇ 中，如果存在一个 Ｌ 的特征向

量的转置与 Ｂ 的乘积为 ０Ｔ
ｑ ，则这样的图为多信号输

入下完全不可控图。
证明　 根据定理 １，得证。

２．３　 多信号输入下条件可控图

在本节中，主要提出文献［１８］中的错误，并举

例进行阐述。
对于文献［１８］中的模型（２）实际上是系统（１）

的特殊情况，即单信号输入系统，此时要在系统（２）
下进行分析与讨论文献［１８］中的问题。

定义 ３［１８］ 　 在图 Ｇ ＝ （Ｖ，Ｅ）中，ｒ，ｓ∈Ｒ，称 ｂ∈
Ｒｎ 在图 Ｇ 中是一个（ ｒ，ｓ） － 齐次可控向量，如果对

于每一个 ｉ∈Ｖｂ，有 ｒ ＝ Ｎｉ∩Ｖ ＼Ｖｂ ，并且对每一个

ｊ∈Ｖ ＼Ｖｂ，有 ｓ ＝ Ｎ ｊ∩Ｖｂ 。 即每一个领导节点 ｉ 与 ｒ
个跟随者相邻，并且每一个跟随者节点 ｊ 与 ｓ 个领导

者相邻。
对于文献［１８］中推论 ４．２：Ｇ 是一个含有 ｎ 个

点的连通图，并且 ｎ≥３ 时，如果 Ｇ 有一个（ ｒ，ｓ） －齐
次可控向量，则 Ｇ 是条件可控的。

如图 ５，在系统（２）下，令 ｂ ＝ ［０ ０ １ １ ０ ０］ Ｔ，其
中 ｉ∈Ｖｂ ＝｛３，４｝，若 ｉ＝ ３，则 Ｎｉ ＝｛１，２｝且 ｊ∈Ｖ ＼Ｖｂ ＝
｛１，２，５，６｝，得 ｒ ＝ ２，即领导节点 ３ 与 ２ 个跟随者邻

接，若 ｊ＝ １，则 Ｎ ｊ ＝｛３｝，得 ｓ＝ １，即跟随者节点 １ 与 １
个领导者邻接。 由此称 ｂ ＝ ［０ ０ １ １ ０ ０］ Ｔ 在图 Ｇ
中是一个（２，１） －齐次可控向量。 则根据文献［１８］
中推论 ４．２ 得图 Ｇ 是条件可控的。

图 ５ 的拉普拉斯矩阵为

Ｌ ＝

１ ０ － １ ０ ０ ０
０ １ － １ ０ ０ ０
－ １ － １ ３ － １ ０ ０
０ ０ － １ ３ － １ － １
０ ０ ０ － １ ２ － １
０ ０ ０ － １ － １ ２
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图 ５　 具有 ６ 个节点的对称图

Ｆｉｇ．５　 Ｔｈｅ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｇｒａｐｈ ｗｉｔｈ ６ ｖｅｒｔｉｃｅｓ

　 　 可以求出它有一个两重的特征值为 ３。 即图 ５
具有重特征值，根据注释，在单信号输入系统下可以

得到图 Ｇ 是完全不可控的，显然是矛盾的，所以文

献［１８］中推论 ４．２ 是错误的。 在多信号输入系统

下，更不能通过齐次向量来判断图的条件可控性。

３　 结束语

本文就多信号输入系统下的可控性分类问题进

行了详细的研究与分析，并对拉普拉斯矩阵下特征

值和特征向量与可控性的关系进行了阐述和论证，
论述了单信号输入系统与多信号输入系统的区别和

联系，而且纠正了文献［１８］中关于齐次可控向量应

用在条件可控图上的错误。 本文对可控性分类的研

究方法和结果，为以后研究更复杂的图可控性问题

提供了方向和帮助。
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