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基于局部保留投影的多可选聚类发掘算法

程旸，王士同
（江南大学 数字媒体学院，江苏 无锡 ２１４１２２）

摘　 要：绝大多数的聚类分析算法仅能得到单一的聚类结果，考虑到数据的复杂程度普遍较高，以及看待数据的视

角不同，所得到的聚类结果在保证其合理性的基础上应当是不唯一的，针对此问题，提出了一个新的算法 ＲＬＰＰ，用
于发掘多种可供选择的聚类结果。 ＲＬＰＰ 的目标函数兼顾了聚类质量和相异性两大要素，采用子空间流形学习技

术，通过新的子空间不断生成多种互不相同的聚类结果。 ＲＬＰＰ 同时适用于线性以及非线性的数据集。 实验表明，
ＲＬＰＰ 成功地发掘了多种可供选择的聚类结果，其性能相当或优于现有的算法。
关键词：可供选择的聚类结果；无监督学习；流形学习；多聚类；特征分解
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　 　 大多数传统的聚类算法仅仅能得到单个结果，
但是当对复杂数据进行聚类分析时，很可能存在多

个具有合理性的聚类结果。 这一特点在高维数据上

表现得尤为明显，例如文本、图像、基因数据等，这些

数据具有多种特征，而不同的特征子空间往往会得

到完全不同的聚类结果，同时每一种结果都能体现

数据不同的结构信息。

本文根据文献［１］所述原理，提出了一种能够发

掘多个可供选择的聚类结果的算法 ＲＬＰＰ。 算法结

合了希尔伯特施密特独立性度量准则 （ ｈｉｌｂｅｒｔ⁃
ｓｃｈｍｉｄｔ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅ ｃｒｉｔｅｒｉｏｎ，ＨＳＩＣ） ［２］ 以及局部保

持投影（ ｌｏｃａｌｉｔｙ ｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓ，ＬＰＰ） ［３］，改进

了 ＬＰＰ 算法学习子空间的过程。 由于 ＨＳＩＣ 可以高

效地评估不同随机变量之间的依赖性，而 ＬＰＰ 算法

具有流形学习能力，因此 ＲＬＰＰ 同时兼顾了聚类结

果的相异性和聚类质量这两大要素。 并且由于其目

标函数最终在特征分解问题的框架内求解，因此能



够确保求出的新的子空间一定存在，并且解是全局

最优的。
总的来说，本文所做的工作为：１）提出了一种新的

算法 ＲＬＰＰ，用于发掘多种可供选择的聚类结果；２）
ＲＬＰＰ 根据同时满足质量和相异性要求的目标函数，生
成一个新的特征子空间，该特征子空间能够确保存在，
并且是全局最优的；３）通过实验，验证了 ＲＬＰＰ 的效

果，并与其他现有的算法进行了性能比较。

１　 当前典型的可选聚类发掘方法

当前，有关发掘可选聚类结果的算法大体上可

以分为两类：一类直接利用原始数据空间寻找，另一

类则是基于投影（变形）子空间寻找。
１．１　 基于全部原始数据空间

这类研究利用的是整个原始特征空间，大多数

研究的不同之处在于优化聚类质量和相异性的目标

函数不同。 文献［４⁃９］中的研究可以归类为此类。
文献［４］提出了一种分层聚类（ ｈｉｅｒａｒｃｈｉｃａｌ ｃｌｕｓｔｅ⁃
ｒｉｎｇ）算法 ＣＯＡＬＡ，该算法把从提供的聚类结果中生

成的 ｃａｎｎｏｔ⁃ｌｉｎｋ 约束项合并入它的每一个凝聚步骤

中，即尽可能多地满足这些 ｃａｎｎｏｔ⁃ｌｉｎｋ 约束项。 在

文献［７］中，提出了 ＣＡＭＩ 算法，用于同时寻找两个

可供选择的聚类结果。 ＣＡＭＩ 算法在混合模型下构

造聚类问题，优化了一个双重目标函数（ｄｕａｌ⁃ｏｂｊｅｃ⁃
ｔｉｖｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ），使得当两个混合模型之间的互信息

（反映了两种聚类结果之间的不同）最小时，对数似

然（反映了聚类质量）最大。 文献［６］提出的两种算

法 Ｄｅｃ⁃ｋｍｅａｎｓ 和 Ｃｏｎｖ⁃ＥＭ 也属于此类，这两种算法

分别改进了 ｋ⁃ｍｅａｎｓ 和 ＥＭ 的目标函数，结合了一

个修正项，用于表示两种聚类结果之间的去相关信

息。 文献［８］中的工作采用了不同的方式，其原理

来源于信息论，它的目标函数最大化全部数据实例

和可选聚类结果类标之间的互信息（ＭＩ），同时最小

化可选聚类和所提供的聚类结果之间的互信息。 文

献［８］中并没有基于传统的香农熵［１０］，而是采用了
Ｒｅｎｙｉ 熵，以及相对应的二次互信息［１１⁃１２］，这种方法
在结合了非参数 Ｐａｒｚｅｎ 窗［１３］ 后使得 ＭＩ 基本近似。
这种双重优化聚类目标同样被用于文献［９］中，区
别在于文献［９］使用的是迭代法，而不是文献［８］中
所使用的分层技术。
１．２　 基于投影子空间

如果原数据空间的子空间与原数据空间是相互

独立的（比如是正交的），那么根据该子空间得到的

聚类结果也与原聚类结果不同。 文献［１４⁃１８］就是

根据这样的理论基础提出了各自的算法。 文献

［１４］由正交投影方法提出了两种寻找可供选择的

聚类结果的算法。 已知一个向量 ｂ，投影到矩阵的

列空间中，可以用 Ｐ×ｂ 计算，其中 Ｐ 被称为投影矩

阵，Ｐ ＝ Ａ（ＡＴＡ ） －１ＡＴ。 而（Ⅰ－Ｐ）同样也是一个投

影矩阵，表示把投影到了ＡＴ 的零空间中。 文献［１４］
中提出的 ２ 种算法把每个数据实例看作向量，利用

了上述投影等式。 文献［１５］中的研究也与此相关，
投影矩阵被应用于从所提供的聚类结果导出的距离

矩阵上。 相比于文献［１４］中的 ２ 种算法，这种方法

的优势在于能够解决数据维数比类别数小的情况。
文献［１６］提出的算法采用了不同的方法，通过对数

据的投影，使得在参考聚类结果中属于相同类别的

数据点经过映射后在新的空间中拉开距离。 这一方

法与其他方法之间的不同之处在于它并不寻找一个

全新的可选聚类，而是通过设定 ２ 个聚类结果之间

的相异度阈值，允许已知的聚类结果中的部分在可

选聚类结果中保留下来。 文献［１７］和文献［１８］中
所提出的算法基于谱聚类实现，前者表明可选聚类

结果可以通过拉普拉斯矩阵不同的特征向量找到，
后者所提出的多重谱聚类（ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｃｌｕｓｔｅ⁃
ｒｉｎｇ， ＭＳＣ）把子空间学习技术融入了谱聚类的过程

中，也就是说，ＭＳＣ 的目标函数是一个对偶函数

（ｄｕａｌ⁃ｆｕｎｃｔｉｏｎ），通过最优化一项来修正另一项。 另

外，文献［１］提出了正则化 ＰＣＡ（ ｒｅｇｕｌａｒｉｚｅｄ ＰＣＡ，
ＲＰＣＡ）和正则化的图方法（ ｒｅｇｕｌａｒｉｚｅｄ ｇｒａｐｈ⁃ｂａｓｅｄ
ｍｅｔｈｏｄ， ＲｅｇＧＢ）算法，其中 ＲＰＣＡ 与 ＭＳＣ 一样，都
采用了 ＨＳＩＣ，用于评估相关性，而 ＲｅｇＧＢ 算法则是

基于图论构造。 总的来说，ＲＰＣＡ 和 ＲｅｇＧＢ 算法在

寻找可选聚类的能力上要优于之前所提到的算法，
但是 ＲＰＣＡ 算法只适用于线性结构的数据集，并且

其寻找可选聚类结果的能力有限，往往只能找到一

个可选聚类，这些都极大地影响了它在使用上的灵

活性。 因此，本文在文献［１］所提出的思路上，探索

了一种新的算法，通过引入流形学习大大提高了其

发掘低维流形结构的能力和子空间学习能力，并通

过核化扩大了其适用范围，使得其既适用于线性，同
时又适用于非线性的数据集。

２　 问题描述

假设数据集 Ｘ ＝ ｛ｘ１ ｘ２… ｘｎ｝，ｘｉ∈Ｒｄ，即 Ｘ 是

ｄ×ｎ的矩阵，并提供一个使用任意聚类算法得到的

参考聚类结果 Ｃ（１）。 则本文研究的目标为：发掘数

据集 Ｘ 上的可供选择的聚类结果 Ｃ（２），并且 Ｃ（２） 中

的所有类别 Ｃ（２）
ｉ 必须满足两个条件，ＵｉＣ（２）

ｉ ＝ Ｘ 和

Ｃ（２）
ｉ ∩Ｃ（２）

ｊ ＝Ø（∀ｉ≠ｊ）。 除了与 Ｃ（１）不同外，还要求

Ｃ（２）的聚类质量较高。 同理，若提供一组参考聚类

结果｛Ｃ（１），Ｃ（２），…｝，必须生成高质量的可供选择

的聚类结果 Ｃ（ｋ），且与之前所有的聚类结果｛Ｃ（１），
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Ｃ（２），…｝不同。
为了发掘另一个可供选择的聚类结果，使用子

空间流形学习方法，将原始数据空间 Ｘ 映射到一个

新的子空间中。 该空间保留了 Ｘ 的特征，并且完全

独立于其他的参考聚类结果。 任何聚类算法都可以

使用这个新的子空间进行聚类分析。

３　 局部保持投影

局部保持投影 （ ｌｏｃａｌｉｔｙ ｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓ，
ＬＰＰ） ［３］是一种非监督降维方法，是流形学习算法

Ｌａｐｌａｃｉａｎ Ｅｉｇｅｎｍａｐ 的线性逼近。 给定 Ｒｄ 中的 ｎ 个
数据点 ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，ＬＰＰ 通过寻找转换矩阵 Ａ，将
这 ｎ 个数据点映射为Ｒ ｌ（ ｌ≪ｄ）上的数据点 ｙ１，ｙ２，
…，ｙｎ，即：

ｙｉ ＝ ＡＴｘｉ，ｉ ＝ １，２，…，ｎ （１）
式中所需的转换矩阵 Ａ 可以通过最小化式（２）目标

函数得到：
Ａ ＝ ａｒｇｍｉｎ∑

ｉｊ
（ｙｉ － ｙ ｊ） ２Ｗｉｊ （２）

式中：Ｗｉｊ是权值矩阵，可采用 ｋ 最近邻算法得到邻

接图，再求出权值矩阵。

如果 ｘｊ 是 ｘｉ 的 ｋ 近邻点，则 Ｗｉｊ ＝ｅｘｐ－
‖ｘｉ－ｘｊ‖２

ｔ
（ｔ∈Ｒ）；否则 Ｗｉｊ ＝ ０。 显然，Ｗ 是一个ｎ×ｎ的稀疏对

称矩阵。
从目标函数式（２）可以看出，降维后的特征空间

可以保持原始高维空间的局部结构。 结合式（１）和
式（２），做简单的代数变换：

１
２ ∑ｉｊ

（ｙｉ － ｙ ｊ） ２ Ｗｉｊ ＝

１
２ ∑ｉｊ

（ＡＴ ｘｉ － ＡＴ ｘ ｊ） ２ Ｗｉｊ ＝

∑
ｉ

ＡＴ ｘｉ Ｄｉｉ ｘＴ
ｉ Ａ － ∑

ｉｊ
ＡＴ ｘｉ Ｗｉｊ ｘＴ

ｊ Ａ ＝

ＡＴＸ Ｄ － Ｗ( ) ＸＴＡ ＝ ＡＴＸＬ ＸＴＡ （３）

式中：Ｘ＝ ｘ１ ｘ２… ｘｎ[ ] ，Ｄ是一个 ｎ×ｎ 的对角矩阵，对角

线元素Ｄｉｉ ＝ ∑
ｊ
Ｗｉｊ，Ｌ是拉普拉斯矩阵，Ｌ ＝ Ｄ －Ｗ。

能够使得式（３）取最小值的变换矩阵 Ａ 的求解

可以转换为如下的广义特征值问题：
ＸＬＸＴＡ ＝ λＸＤＸＴＡ （４）

　 　 将式（４）求解出的特征值按从小到大排列，即
λ０＜…＜λ ｌ－１，取前 ｋ 个最小的特征值对应的特征向

量 ａ０，ａ１，…，ａｋ－１组成 Ａ，即 Ａ ＝ ａ０ ａ１… ａｋ－１[ ] ，由于

ａｉ 是列向量，所以 Ａ 是 ｄ×ｋ 的矩阵。
此外，ＬＰＰ 不仅适用于原始数据空间，还适用于

再生核希尔伯特空间 （ ｒｅｐｒｏｄｕｃｉｎｇ ｋｅｒｎｅｌ ｈｉｌｂｅｒｔ
ｓｐａｃｅ， ＲＫＨＳ），这样就可以引出核 ＬＰＰ 算法。

假设欧式空间 Ｒｎ 中的数据矩阵通过非线性映
射函数 φ 映射到希尔伯特空间 Ｋ，即 φ：Ｒｎ→Ｋ。 使

用 φ（Ｘ） 表示希尔伯特空间中的数据矩阵，即
φ（Ｘ）＝ φ（ｘ１）φ（ｘ２） …φ（ｘｎ）[ ] 。 那么，在希尔伯

特空间中的特征向量问题就可以表示为

φ（Ｘ）Ｌφ（Ｘ） Ｔ[ ] ｖ ＝ λ φ（Ｘ）Ｄφ（Ｘ） Ｔ[ ] ｖ （５）
　 　 考虑如下的核函数：

Ｋ ｘｉ，ｘ ｊ( ) ＝ φ ｘｉ( )·φ ｘ ｊ( )( ) ＝ φ ｘｉ( ) Ｔφ ｘ ｊ( )

　 　 式 （ ５） 中的特征向量是 φ（ ｘ１ ），φ（ ｘ２ ），…，
φ（ｘｎ） 的 线 性 组 合， 每 一 项 的 系 数 分 别 为 ａｉ，

ｉ＝ １，２，…，ｍ，即 ｖ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ａｉφ（ｘｉ） ＝ φ（Ｘ）ａ。 其中，

ａ ＝ ［ａ１ ａ２ … ａｎ］ Ｔ 。 经过简单的代数变换，可以得

到如下特征向量问题：ＫＬＫａ＝λＫＤＫａ。

４　 希尔伯特－施密特独立性度量准则

已知一个参考聚类结果 Ｃ（１），使用 ＲＬＰＰ 算法学
习相对于 Ｃ（１）独立的子空间 Ａ，这样就确保了使用
Ａ 得到的聚类结果 Ｃ（２）与 Ｃ（１）不同。 为了计算不同
子空间之间的相异性，采用了 ＨＳＩＣ（ｈｉｌｂｅｒｔ⁃ｓｃｈｍｉｄｔ
ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅ ｃｒｉｔｅｒｉｏｎ） ［１］，更重要的是，ＬＰＰ 与 ＨＳＩＣ
结合后可以导出一个特征分解问题，这样就一定可

以计算出全局最佳解。
ＨＳＩＣ 是一种基于核的独立性度量方法，采用

Ｈｉｌｂｅｒｔ⁃Ｓｃｈｍｉｄｔ 互协方差算子，通过对该算子范数

的经验估计得到独立性判断准则。 具体来说，已知
Ｘ 和 Ｙ 两个随机变量，ＨＳＩＣ（Ｘ，Ｙ） 的值越大说明 Ｘ 和

Ｙ 的关联性越强，值等于 ０ 时说明 Ｘ 和 Ｙ 相互之间

完全独立。
数学上，令 Ｆ 表示再生核希尔伯特空间，φ（ｘ）

表示数据 ｘ 从原空间映射到 Ｆ 中的映射函数，则核

函数可以写为Ｋ（ｘ，ｘＴ）＝ 〈φ（ｘ），φ（ｘＴ）〉。 同样的，
定义 ψ（ｙ）为原空间中的数据 ｙ 映射到再生希尔伯

特空间 Ｇ 的映射函数，核函数可以写为 Ｌ（ｙ，ｙＴ）＝
〈ψ（ｙ），ψ（ｙＴ）〉。 则互协方差算子 Ｃｘｙ：Ｇ→Ｆ 可以
被定义为 Ｃｘｙ ＝ Ｅｘｙ （φ（ｘ）－μｘ）􀱋（ψ（ｙ）－μｙ）[ ] ，􀱋
表示张量积。 Ｃｘｙ即为 Ｈｉｌｂｅｒｔ⁃Ｓｃｈｍｉｄｔ 算子，而 ＨＳＩＣ
定 义 为 Ｃｘｙ 的 Ｈｉｌｂｅｒｔ⁃Ｓｃｈｍｉｄｔ 算 子 范 数， 即

ＨＳＩＣ（Ｐｘｙ，Ｆ，Ｇ）
＝ ‖Ｃｘｙ‖２

ＨＳ，其中 Ｐｘｙ表示 Ｘ 和 Ｙ 的联合

分布。 实际上，不需要知道联合分布 Ｐｘｙ，已知 ｎ 个
观测值 Ｚ ＝ （ｘ１，ｙ１），…，（ｘｎ，ｙｎ）{ } ，可以直接给出

ＨＳＩＣ 的经验估计值为 ＨＳＩＣ（Ｚ，Ｆ，Ｇ）＝ （ｎ－１）－２ｔｒ（ＫＨＬｙＨ）。
其中Ｋ，Ｌｙ∈Ｒｎ×ｎ，且 Ｋ，Ｌｙ 分别是核 Ｋ 和 Ｌ 关于 Ｚ 观
测值的 Ｇｒａｍ 矩阵，即 Ｋｉｊ ＝ ｋ（ｘｉ，ｘ ｊ），Ｌｙ ｉｊ ＝ ｌ（ｙｉ，ｙ ｊ）＝
〈ｙｉ，ｙ ｊ〉，其中 ｙｉ 是一个二元向量，表示对 ｘｉ 的类标

签所做的编码（稍后将举例说明）。 Ｈ ＝ Ｉ－ １
ｎ
ｅｎｅＴ

ｎ，ｅｎ
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表示元素值全为 １ 的列向量。 ｔｒ（·）表示矩阵的

迹。
为了表示简单，使用 ＨＳＩＣ（Ｘ，Ｙ） 代替 ＨＳＩＣ（Ｚ，Ｆ，Ｇ），

表示随机变量 Ｘ 和 φ（ｘ）＝ ＡＴｘ，也就是 Ｘ 和 Ｙ 之间

的依赖性。
假设有 ８ 个数据｛ｘ１，ｘ２，…，ｘ８，｝，其中 ｘ１ 和 ｘ２，

ｘ３ 和 ｘ４，ｘ５ 和 ｘ６，ｘ７ 和 ｘ８ 分别为一类。 则向量 ｙ１ ＝
ｙ２ ＝ （１ ０ ０ ０） Ｔ， ｙ３ ＝ ｙ４ ＝ （０ １ ０ ０） Ｔ， ｙ５ ＝ ｙ６ ＝
（０ ０ １ ０） Ｔ，ｙ７ ＝ ｙ８ ＝（０ ０ ０ １） Ｔ。 矩阵 Ｙ 的每一行对

应一个 ｙｉ。 Ｌｙ 是一个 ８×８ 的矩阵，由 ｙｉ 和 ｙ ｊ 的点

积构成。 Ｋ 是一个 ８×８ 的矩阵，表示 φ（ｘｉ）和φ（ｘ ｊ）
之间的相似度。 同时注意，根据定义，Ｈ 是一个 ｎ×ｎ
（在本例中是 ８×８）的常数矩阵，每行每列的和都等

于 ０。 因此，在上述示例中，每一行（列）都包含 ７ 个

（－ １
８
）和 １ 个

７
８
。

５　 基于局部保留投影的多可选聚类发
掘算法

　 　 由于通过 ＨＳＩＣ（Ｘ，Ｙ） 可以自然地评估结构很复

杂的样本 Ｘ 和 Ｙ 之间的相关性，因此结合 ＨＳＩＣ（Ｘ，Ｙ）

对 ＬＰＰ 的目标函数进行修改。 要求是转换矩阵 Ａ
必须能够发掘嵌入在高维数据中的低维流形结构，
并且与已知的聚类结果 Ｃ（１） 完全独立。 换句话说，
在所有与已经存在的聚类结果 Ｃ（１） 不同的子空间

中，要选出能够最好地保持高维数据流形结构的子

空间。 因此，改进 ＬＰＰ 的目标函数如下：
Ａｏｐｔ ＝ ａｒｇｍｉｎ ＡＴＸＬＸＴＡ ＋ ＨＳＩＣ（ＡＴＸ，Ｃ（１）） ＝

ａｒｇｍｉｎ ＡＴＸＬＸＴＡ ＋ ｔｒ ＨＫＨＬｙ( ) （６）

式中：Ａｏｐｔ 表示 Ａ 的最佳解，且由迹的性质可知

ｔｒ ＨＫＨＬｙ( ) ＝ ｔｒ ＫＨＬｙＨ( ) 。 不同的核函数在计算变

量之间的独立性时结果不同，这里采用线性核函数，
映射 函 数 定 义 为： φ（ｘ） ＝ ＡＴｘ ， 因 此， Ｋ ＝
〈φ（Ｘ），φ（Ｘ）〉 ＝ ＸＴＡＡＴＸ 。 即

ＡＴＸＬＸＴＡ ＋ ｔｒ ＨＫＨＬｙ( ) ＝

ＡＴＸＬＸＴＡ ＋ ＡＴＸＨＬｙＨＸＴＡ ＝

ＡＴ ＸＬＸＴ ＋ ＸＨＬｙＨＸＴ( ) Ａ （７）

　 　 将数据集合 Ｘ 映射到高维特征空间中后，就可

以最终得到 φ（Ｘ）＝ ［φ（ｘ１） φ（ｘ２） … φ（ｘｎ）］。 其

中，核矩阵 Ｋ 的元素为 Ｋ ｉｊ ＝φ （ｘｉ） Ｔ·φ（ｘ ｊ）。 即：
Ａｏｐｔ ＝ ＡＴ（φ（Ｘ）Ｌφ （Ｘ） Ｔ ＋ φ（Ｘ）ＨＬｙＨφ （Ｘ） Ｔ）Ａ

（８）
　 　 因 为 Ｈ 和 Ｌｙ 都 是 对 称 矩 阵， 所 以

φ（Ｘ）ＨＬｙＨφ （Ｘ） Ｔ也是对称矩阵，同样，因为 Ｌ 是

对称矩阵，所以 φ Ｘ( ) Ｌφ （Ｘ） Ｔ 也是对称矩阵。 因

此，φ（Ｘ）Ｌφ （Ｘ） Ｔ＋φ（Ｘ）ＨＬｙＨφ （Ｘ） Ｔ 是实对称矩

阵。 作为一个特征分解问题，Ａｏｐｔ的最优解由前 ｋ 个

最小非零特征值对应的特征向量构成，即 Ａ ＝
［α１ α２… αｋ］。 下一步，可以使用 ｋ⁃ｍｅａｎｓ［１９］ 算法

对子空间 Ａ 进行聚类，得到可供选择的聚类结

果 Ｃ（２）。
可以看到，φ（Ｘ）ＨＬｙＨφ （Ｘ） Ｔ 直接影响了 ＬＰＰ

算法中 φ（Ｘ）Ｌφ （Ｘ） Ｔ 项，也就是说，可以把两个聚

类结果之间的独立性看作添加的约束项。 同时，通
过添加更多的 ＨＳＩＣ 项，将算法推广可以找到更多

可供选择的聚类结果。
举例来说，在寻找第 ３ 个可供选择的聚类结果

Ｃ（３）时，只要提供之前找到的两个聚类结果 Ｃ（１） 和

Ｃ（２），并把式 （ ６） 中的 ＨＳＩＣ（ＡＴＸ，Ｃ（１）） 一项替换为

ＨＳＩＣ（ＡＴＸ，Ｃ（１））
＋ ＨＳＩＣ（ＡＴＸ，Ｃ（２）） 即可。 因此只要在式

（８）中使用 ＡＴＸＨＬｙ１ＨＸＴＡ＋ＡＴＸＨＬｙ２ＨＸＴＡ，即直接

使用 ＡＴＸＨ （Ｌｙ１ ＋Ｌｙ２ ） ＨＸＴＡ 代替 ＡＴＸＨＬｙＨＸＴＡ。
也就是说，使用（Ｌｙ１＋Ｌｙ２）代替了 Ｌｙ，其他矩阵保持

不变即可。
ＲＬＰＰ 算法描述如下：
１）输入　 数据集 Ｘ；一个 Ｘ 上的参考聚类结果

Ｃ（１）。
２）输出　 一个数据集 Ｘ 上可供选择的参考聚类

结果 Ｃ（２）。
３）算法流程：
①计算 Ｌｙ，Ｌｙ ＝ 〈ｙｉ，ｙ ｊ〉，其中 ｙｉ 是一个二元向

量，表示 Ｃ（１）中 ｘｉ 的类标签的编码。

②计算 Ｈ＝ Ｉ－ １
ｎ
ｅｎｅＴ

ｎ。

③计算权值矩阵 Ｗ，如果 ｘ ｊ 是 ｘｉ 的 ｋ 近邻点，

那么 Ｗｉｊ ＝ｅｘｐ－
‖ｘｉ－ｘ ｊ‖２

ｔ
（ ｔ∈Ｒ），否则 Ｗｉｊ ＝ ０。

④计算矩阵 Ｄ， Ｄｉｉ ＝∑
ｊ
Ｗｉｊ，计算拉普拉斯矩阵

Ｌ，Ｌ ＝ Ｄ － Ｗ 。
⑤使用高斯核计算核矩阵 Ｋ，Ｋｉｊ ＝ φ （ｘｉ）Ｔ ·

φ（ｘｊ）。

⑥分解核矩阵 Ｋ，Ｋ ＝ ＰＴΛＰ，根据 φ（Ｘ） ＝ Λ
１
２ Ｐ

得到 φ（Ｘ）。
⑦计算 φ（Ｘ）Ｌφ （Ｘ） Ｔ＋φ（Ｘ）ＨＬｙＨφ（Ｘ） Ｔ 的特

征值和特征向量。
⑧按特征值从小到大的顺序对特征向量排序。
⑨选择前 ｋ 个最小的特征值对应的特征向量，

即 Ａ＝［ａ０ ａ１… ａｋ－１］。
⑩Ｃ（２）＝ ｋ⁃ｍｅａｎｓ（ＡＴφ（Ｘ））。
ＲＬＰＰ 算法的时间复杂度完全由计算最近邻矩
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阵以及核矩阵决定，因为它们的时间复杂度均为

Ｏ（ｎ２ｄ），因此整体的时间复杂度也为 Ｏ（ｎ２ｄ）。

６　 实验与分析

６．１　 聚类结果评估

聚类结果根据聚类质量和相异性两方面进行评

估。 聚类质量分为两种情况：如果已知正确的类标，
则可选聚类结果和正确的类标之间通过 Ｆ⁃ｍｅａｓｕｒｅ
计算，计算公式为 Ｆ＝ ２Ｐ×Ｒ ／ （Ｐ＋Ｒ），其中 Ｐ 和 Ｒ 分

别表示准确率（ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ）和召回率（ ｒｅｃａｌｌ）；否则，
使用 Ｄｕｎｎ Ｉｎｄｅｘ 计算，表示为 ＤＩ（Ｃ）。 数学上，Ｄｕｎｎ

Ｉｎｄｅｘ 定义为 ＤＩ（Ｃ） ＝
ｍｉｎｉ≠ｊ｛δ（ｃｉ，ｃｊ）｝
ｘ１≤ｌ≤ｋ｛Δ（ｃｌ）｝

，其中 δ：Ｃ×Ｃ→

Ｒ＋
０，表示类与类之间的距离，Δ：Ｃ→Ｒ＋

０ 表示类内

直径。 对于评估聚类结果的相异性，使用了两种不

同的方法。 第 １ 种是最为常用的标准化互信息

（ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ｍｕｔｕａｌ ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ， ＮＭＩ），第 ２ 种是杰

卡德指数（Ｊａｃｃａｒｄ ｉｎｄｅｘ， ＪＩ）。
对于 ＮＭＩ 和 ＪＩ 指标，值越小意味着不同聚类结

果之间的相似度越高；对于 Ｆ⁃ｍｅａｓｕｒｅ 和 Ｄｕｎｎ Ｉｎｄｅｘ
指标，值越大意味着更高的聚类质量。
６．２　 人工数据集

使用两种流行的人工数据集评估 ＲＬＰＰ 的效

果，并与其他算法进行比较。 第 １ 组人工数据集

Ｓｙｎ１ 分布在二维空间内，分为 ４ 部分，每部分由 ２００
个数据点组成，共 ８００ 个数据点。 使用数据集 Ｓｙｎ１
的目的是检验算法是否能够尽可能多的发现可供选

择的聚类结果，且所有结果均满足与初始聚类结果

正交的条件。 第 ２ 组人工数据集 Ｓｙｎ２ 的结构较为

复杂，每部分的形状都是非凸的。 使用数据集 Ｓｙｎ２
的目的是检验算法是否能够处理非线性的数据结

构，并且发掘出嵌入在高维数据中的低维流形结构。
图 １ 中的第 １ 行表示的是 ＲＬＰＰ 使用数据集

Ｓｙｎ１ 得到的运行结果。 其中，第 １ 列表示的是所提

供的参考聚类结果 Ｃ（１），第 ２ 列表示的是由 ＲＬＰＰ
得到的可供选择的聚类结果 Ｃ（２）。 从图中可以直观

地看出，ＲＬＰＰ 成功地找到了与所提供的参考聚类

结果完全不相同，但是聚类质量很高的可选聚类结

果。 另外，如果我们把该结果 Ｃ（２） 看作除 Ｃ（１） 外新

增的参考聚类结果，并且寻找第 ２ 个可选的参考聚

类结果 Ｃ（３），ＲＬＰＰ 会得到第 ３ 列所显示的聚类结

果。 Ｃ（３）在欧氏距离下与前两个聚类结果相比不是

特别得自然，但是 Ｃ（３）仍然很有启发性，并且它完全

独立于前 ２ 个参考聚类结果 Ｃ（１）和 Ｃ（２）。 同时注意

到，ＲＰＣＡ 算法无法寻找出合适的 Ｃ（３）。 在表 １ 中，
提供了这些算法的表现。

图 １　 由数据集 Ｓｙｎ１（第 １ 行）和 Ｓｙｎ２（第 ２ 行）得到的可选聚类结果

Ｆｉｇ．１　 Ａｌｔｅｒｎａｔｉｖｅ ｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇｓ ｕｎｃｏｖｅｒｅｄ ｆｒｏｍ Ｓｙｎ１（１ｓｔ ｒｏｗ） ａｎｄ Ｓｙｎ２（２ｎｄ ｒｏｗ） ｄａｔａｓｅｔｓ
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表 １　 人工数据集 Ｓｙｎ１ 上 ３ 种算法的表现

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｏｆ ａｌｌ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ｆｏｒ ｓｙｎｔｈｅｔｉｃ ｄａｔａｓｅｔ Ｓｙｎ１

算法 ＮＭＩ１２ ＮＭＩ１３ ＮＭＩ２３ ＪＩ１２ ＪＩ１３ ＪＩ２３ Ｆ１２ Ｆ１３ Ｆ２３

ＲＰＣＡ ０．００ ＼ ＼ ０．３３ ＼ ＼ １．００ ＼ ＼

ＲｅｇＧＢ ０．００ ０．００ ０．００ ０．３３ ０．３３ ０．３３ １．００ １．００ １．００

ＲＬＰＰ ０．００ ０．００ ０．００ ０．３３ ０．３３ ０．３３ １．００ １．００ １．００

表 ２　 人工数据集 Ｓｙｎ２ 上 ３ 种算法的表现

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｏｆ ａｌｌ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ｆｏｒ ｓｙｎｔｈｅｔｉｃ ｄａｔａｓｅｔ Ｓｙｎ２

算法 ＮＭＩ１２ ＮＭＩ１３ ＮＭＩ２３ ＪＩ１２ ＪＩ１３ ＪＩ２３ Ｆ１２ Ｆ１３ Ｆ２３

ＲｅｇＧＢ ０．００ ０．００ ０．００ ０．３３ ０．３３ ０．３３ １．００ １．００ １．００

ＲＬＰＰ ０．００ ０．００ ０．００ ０．３３ ０．３３ ０．３３ １．００ １．００ １．００

６．３　 舍尔图数据集
选择文献［１１］中所介绍的埃舍尔图（ｅｓｃｈｅｒ ｉｍ⁃

ａｇｅ）作为另一个用于寻找多个可选聚类结果实验的
数据集。 对于人眼来说，埃舍尔图有多种分割结果
（即聚类结果）。 图 ２（ ａ）显示的图片为原始图片，
可以看到图中有多只爬行动物，并且聚类时明显可
以有多种聚类结果。 在分割过程中，图中的每个像
素点都表示一个反映了 ＲＧＢ 信息的数据点。 我们
使用 ｋ⁃ｍｅａｎｓ 对图 ２（ ａ）进行聚类。 图 ２（ ｂ）为 ｋ⁃
ｍｅａｎｓ 得到的聚类结果，作为其他算法所需要的参
考聚类结果。 图 ２（ｃ）和图 ２（ｄ）分别为 ＲＬＰＰ 得到
的可选聚类结果 Ｃ（２）和 Ｃ（３），可以看出图 ２（ｃ）中的
爬行动物为水平姿势，图 ２（ｄ）中的爬行动物为垂直
姿势。 为了对比，提供了由 ＲｅｇＧＢ 算法得到的结果
（ＲＰＣＡ 算法得到的 Ｃ（２）与 ＲｅｇＧＢ 算法近似，Ｃ（３） 则
效果很差，因此不加入对比）。 图 ２（ｅ）和图 ２（ ｆ）为
ＲｅｇＧＢ 得到的可选聚类结果 Ｃ（２）和 Ｃ（３）。 从肉眼观
察的角度可以发现，图 ２（ｃ）与图 ２（ｅ）相比轮廓更
加清晰，聚类的效果更好。 图 ２（ｄ）与图 ２（ｆ）相比，

虽然图 ２（ｆ）的结果看似更佳，但是图 ２（ｄ）保留了

原图中更多的信息，每只爬行动物的轮廓都能够得

到保留，这是由于 ＲＬＰＰ 采用了流形子空间学习技

术，能够最大程度地保留原始数据的结构。 对每种

算法重复运行了 １０ 次，表 ３ 给出了这些算法的平均

表现。

图 ２　 埃舍尔图数据集上的图像分割结果

Ｆｉｇ．２　 Ｉｍａｇｅ ｓｅｇｍｅｎｔａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｎ Ｅｓｃｈｅｒ ｉｍａｇｅ ｄａｔａ

表 ３ 埃舍尔图数据集上两种算法的表现

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｏｆ ｔｗｏ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ｏｎ ｔｈｅ Ｅｓｃｈｅｒ ｉｍａｇｅ ｄａｔａ

算法 ＮＭＩ１２ ＮＭＩ１３ ＮＭＩ２３ ＪＩ１２ ＪＩ１３ ＪＩ２３ ＤＩ１２ ＤＩ１３ ＤＩ２３

ＲｅｇＧＢ ０．０５ ０．２７ ０．２６ ０．３９ ０．３３ ０．２８ ３．８１ ０．０５ ２．３８

ＲＬＰＰ ０．０３ ０．０６ ０．０１ ０．１９ ０．３９ ０．３４ ３．８１ ０．０２ １．６０

６．４　 ＣＭＵＦａｃｅ 数据集

使用 ＵＣＩ 数据库中的 ＣＭＵＦａｃｅ 数据集检验算

法。 ＣＭＵＦａｃｅ 数据集包含 ２０ 个人的图像，每个人

又分为不同的面部表情（正常、高兴、悲伤、生气），
不同的头部朝向（向左、向右、向前、向上），不同眼

部状况（睁开、墨镜）。 每个人有 ３２ 张图片，包含了

上述特征的组合。 由于图片中的人的身份是已知

的，因此身份信息可以作为参考聚类结果直接使用。

随机选取了 ３ 个人的全部图像进行试验。
图 ３ 显示的是聚类结果的平均值的图像。 其中

第 １ 行是原始图像经由 ｋ⁃ｍｅａｎｓ 算法得到的平均值

图像，第 ２ 行由 ＲＬＰＰ 算法得到，第 ３ 行和第 ４ 行由

ＲＰＣＡ 与 ＲｅｇＧＢ 算法得到。
从图像上看，第 １ 行聚类的依据是不同的人，其

余 ３ 行聚类的依据是人不同的头部朝向。 很明显，３
种算法都从数据集中得到了另一组完全不同，但是
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同等重要的聚类结果。 从图中可以看出，ＲＬＰＰ 和

ＲＰＣＡ 的聚类效果最好，ＲｅｇＧＢ 稍差。 表 ４ 是这 ３
种算法的对比。

表 ４　 ＣＭＵＦａｃｅ 数据集上 ３ 种算法的表现
Ｔａｂｌｅ ４　 Ｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｏｆ ａｌｌ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ｆｏｒ ＣＭ⁃

ＵＦａｃｅ ｄａｔａ

算法 ＮＭＩ ＪＩ Ｆ

ＲＰＣＡ ０．０１２ ４ ０．２９４ １ ０．７１３ ９

ＲｅｇＧＢ ０．６６９ ０ ０．４４４ ４ ０．７５１ ２

ＲＬＰＰ ０．０７６ ６ ０．２１５ １ ０．７０２ １

图 ３　 ＣＭＵＦａｃｅ 数据集上的运行结果
Ｆｉｇ．３　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｎ ＣＭＵＦａｃｅ ｄａｔａ

６．５　 算法运行时间
实验均在 ＭＡＲＴＬＡＢ ８．１．０．６０４（Ｒ２０１３ａ）平台下

完成，操作系统为 ６４ 位 Ｗｉｎｄｏｗｓ７，ＣＰＵ 为 Ｉｎｔｅｌ（Ｒ）
Ｃｏｒｅ（ＴＭ） ｉ３⁃３２４０ ３．４０Ｇ Ｈｚ，内存为 ４ ＧＢ。

对于人工数据集 Ｓｙｎ１ 和 Ｓｙｎ２，ＲＬＰＰ 算法发掘
出一个可供选择的聚类结果分别耗时 ３．４ ｓ 和２．９ ｓ。
对于 Ｅｓｈｅｒ 图，由于聚类之前需要进行图像一维化
处理，因此数据集的维数很大，共耗时 １３６ ｓ。 对于
ＣＭＵＦａｃｅ 数据集，ＲＬＰＰ 算法找到一个可供选择的
聚类结果共耗时 ２．７ ｓ。 以上运行时间均为运行 １０
次试验的平均时间。

上述运行时间表明本文算法在合适的数据集上
是完全适用的，但是在数据集规模很大的情况下，仍
存有改进的空间。

７　 结束语

本文提出了一种新的算法 ＲＬＰＰ，采用子空间流
形学习技术，寻找可供选择的聚类结果。 ＲＬＰＰ 算
法的优势在于最终能够转化为特征分解问题，也就
是说可以找到封闭解，并且子空间一定是全局最优
的，这也是本文区别于其他相关研究的重要特点之
一。 在文章中对 ＲＬＰＰ 算法进行了论证和实验，并
对比了目前效果最好的著名算法。 实验结果表明
ＲＬＰＰ 算法的性能不输于甚至优于其他算法。 对于
如何更好地选取最小特征值的个数 ｋ，以及如何降
低算法在处理维数较大数据时的时间复杂度，都是
继续研究的方向。
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