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基于集对逻辑的近似推理方法研究

杨亚锋
（华北理工大学 轻工学院，河北 唐山 ０６３０００）

摘　 要：借鉴模糊推理的基本方法，以集对逻辑为基础，给出了集对蕴含式的定义，进一步针对其联系数形式的真值

进行研究，讨论了单论域上集对推理的基本模式与方法。 然后，提出了集对关系的概念，将单论域推理方法延伸至

具有集对关系的联系域上，证明了一些基本定理。 该成果对于集对分析理论的发展与完善有着一定的参考价值与

指导意义。
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　 　 传统的二值逻辑中，命题的真值只有 ２ 种可能，
是与非，而事实上对事物的描述从来没有如此确定。
对于同一命题，不同的人有不同的看法，不同的环境

中有不同的特性，没有绝对的对与错、是与非。 １９６５
年，Ｌ．Ａ．Ｚａｄｅｈ 提出了模糊数学的理论与方法，为解

决这个问题提供了一个工具，进而模糊逻辑［１］ 将模

糊命题映射到闭区间［０，１］上，扩充了命题真值的

范围，更客观地反映了事物特征。 基于模糊逻辑的

模糊推理方法目前已在众多领域取得了显著的成

效［２⁃４］。 １９８３ 年， 考虑模糊 隶 属 函 数 的 对 立 方

面———非隶属度，Ｋ．Ｔ．Ａｔａｎａｓｓｏｖ 提出了直觉模糊集

的概念［５］。 直觉模糊集及其推理方法已成为目前

研究的热点之一［６⁃８］。 １９９６ 年，史开泉教授提出双

枝模糊集理论［９⁃１０］，将隶属函数扩展为模糊接吻函

数 Ｓ（ｘ） ∈［ － １，１］，进一步扩大了模糊集的研究领

域。 通过分解定理说明了双枝模糊集与普通集的转

化关系。 刘刚等［１１⁃１２］在双枝模糊集基础上，建立了

双枝模糊逻辑的框架，对单枝模糊逻辑进行了合理



的扩充。 作者认为，在很多情况下，不易判断命题是

否为真或假，事物本身带有极大的不确定性。 命题

的真度、伪度和不确定度三者同时存在，并形成一个

相互作用、相互转化的系统。 为了更为客观、全面、
系统地刻画事物，作者以集对分析理论［１３⁃１４］ 中的联

系数为基本工具，提出了集对逻辑的定义，并证明了

其主要运算律［１５］。 本文以集对逻辑的基本方法为

主要工具，提出一种新的近似推理模式与方法。

１　 集对逻辑

１．１　 基本概念

对于一个命题 Ａ， 如果得到其为真、假、不确定

的程度分别为 ａ、ｂ、ｃ， 则可将 Ａ 的真值表示为联系

数的形式，记作： μ ＝ ａ ＋ ｂｉ ＋ ｃｊ。 具有该种形式真值

的命题成为集对命题。
定义 １　 设集对命题的集合 Ｓ， 若映射 μ：Ｓ →

｛μ μ ＝ ａ ＋ ｂｉ ＋ ｃｊ｝ 满足：
μ（Ａ ∨ Ｂ） ＝ μ（Ａ） ∨ μ（Ｂ）
μ（Ａ ∧ Ｂ） ＝ μ（Ａ） ∧ μ（Ｂ）

μ（Ａ
－
） ＝ μ（Ａ）

则称映射 μ 为 Ｓ 上的真值函数， μ（Ａ） 称为集对命

题 Ａ 的真值。 当给定集对命题 Ａ 以具体的真值时，
称为给集对命题 Ａ 赋值。

定义 ２　 对于集对公式 Ａ 和 Ｂ， 当且仅当对 Ａ、
Ｂ 中所含集对命题的一切赋值都有 μ（Ａ） ≡ μ（Ｂ）
时，称 Ａ、 Ｂ 为等值公式，并记作 Ａ ＝ Ｂ。

定义 ３　 如果集对命题 Ａ 的真值为 μ（Ａ） ＝ １，
则称 Ａ 为 Ｓ⁃真命题 。

定义 ４　 如果集对命题 Ａ的真值为 μ（Ａ） ＝ ｉ，则

称 Ａ 为 Ｓ⁃不确定命题 。
定义 ５　 如果集对命题 Ａ的真值为 μ（Ａ） ＝ ｊ，则

称 Ａ 为 Ｓ⁃假命题 。
定义 ６ 　 对于集对命题 Ａ， 如果其真度为

ａ（Ａ）， 伪度为 ｃ（Ａ） ｊ， 则其不确定度为 ｂ（Ａ） ＝ １ －
ａ（Ａ） － ｃ（Ａ）， 且命题 Ａ 的真值为

μ（Ａ） ＝ ａ（Ａ） ＋ ｂ（Ａ） ｉ ＋ ｃ（Ａ） ｊ （１）
式中： ０ ≤ ａ（Ａ），ｂ（Ａ），ｃ（Ａ） ≤ １， 且满足归一化条

件 ａ（Ａ） ＋ ｂ（Ａ） ＋ ｃ（Ａ） ＝ １。
设 Ａ，Ｂ ∈ Ｓ， μ（Ａ） ＝ ａ（Ａ） ＋ ｂ（Ａ） ｉ ＋ ｃ（Ａ） ｊ 和

μ（Ｂ） ＝ ａ（Ｂ） ＋ ｂ（Ｂ） ｉ ＋ ｃ（Ｂ） ｊ， 针对集对真值的真

度和伪度分别进行双枝模糊逻辑的演算规则，则：析
取式、合取式和否定式的真值如下：

μ（Ａ ∨ Ｂ） ＝ μ（Ａ） ∨ μ（Ｂ） ＝
ｍａｘ｛ａ（Ａ），ａ（Ｂ）｝ ＋ （１ － ｍａｘ｛ａ（Ａ），ａ（Ｂ）｝ －

ｍｉｎ｛ｃ（Ａ），ｃ（Ｂ）｝） ｉ ＋ ｍｉｎ｛ｃ（Ａ），ｃ（Ｂ）｝ ｊ

μ（Ａ ∧ Ｂ） ＝ μ（Ａ） ∧ μ（Ｂ） ＝
ｍｉｎ｛ａ（Ａ），ａ（Ｂ）｝ ＋ （１ － ｍｉｎ｛ａ（Ａ），ａ（Ｂ）｝ －

ｍａｘ｛ｃ（Ａ），ｃ（Ｂ）｝） ｉ ＋ ｍａｘ｛ｃ（Ａ），ｃ（Ｂ）｝ ｊ

μ（Ａ
－
） ＝ μ（Ａ） ＝ ｃ（Ａ） ＋ ｂ（Ａ） ｉ ＋ ａ（Ａ） ｊ

１．２　 运算定律

约定： Ａ，Ｂ，Ｃ ∈ Ｓ
μ（Ａ） ＝ ａ（Ａ） ＋ ｂ（Ａ） ｉ ＋ ｃ（Ａ） ｊ
μ（Ｂ） ＝ ａ（Ｂ） ＋ ｂ（Ｂ） ｉ ＋ ｃ（Ｂ） ｊ
μ（Ｃ） ＝ ａ（Ｃ） ＋ ｂ（Ｃ） ｉ ＋ ｃ（Ｃ） ｊ

下面给出集对逻辑命题定律：
定律 １　 幂等律

μ（Ａ ∧ Ａ） ＝ μ（Ａ），μ（Ａ ∨ Ａ） ＝ μ（Ａ）
　 　 定律 ２　 交换律

μ（Ａ ∧ Ｂ） ＝ μ（Ｂ ∧ Ａ），μ（Ａ ∨ Ｂ） ＝ μ（Ｂ ∨ Ａ）
　 　 定律 ３　 吸收律

μ（Ａ ∨ （Ａ ∧ Ｂ）） ＝ μ（Ａ），μ（Ａ ∧ （Ａ ∨ Ｂ）） ＝ μ（Ａ）
　 　 定律 ４　 结合律

μ（（Ａ ∧ Ｂ） ∧ Ｃ） ＝ μ（Ａ ∧ （Ｂ ∧ Ｃ））
μ（（Ａ ∨ Ｂ） ∨ Ｃ） ＝ μ（Ａ ∨ （Ｂ ∨ Ｃ））

　 　 定律 ５　 分配律

μ（Ａ ∨ （Ｂ ∧ Ｃ）） ＝ μ（（Ａ ∨ Ｂ） ∧ （Ａ ∨ Ｃ））
μ（Ａ ∧ （Ｂ ∨ Ｃ）） ＝ μ（（Ａ ∧ Ｂ） ∨ （Ａ ∧ Ｃ））

　 　 定律 ６　 在分配格 （Ｓ，∨，∧） 中有最大元 １ 和

最小元 ｊ， 且满足

μ（Ａ） ∨ ｊ ＝ μ（Ａ），μ（Ａ） ∧ ｊ ＝ ｊ
μ（Ａ） ∨ １ ＝ １，μ（Ａ） ∧ １ ＝ μ（Ａ）

　 　 定律 ７　 对合律， μ（Ａ
＝
） ＝ μ（Ａ）

定律 ８　 摩根律

μ（Ａ ∧ Ｂ） ＝ μ（Ａ
－
∨ Ｂ

－
），μ（Ａ ∨ Ｂ） ＝ μ（Ａ

－
∧ Ｂ

－
）

２　 集对推理

２．１　 基本概念

形如“ Ａ ： ｘ 是 ａ ”的陈述句称为判断句， ｘ 称为

语言变元，是论域 Ｘ 中的任一特定对象。 若 Ａ 所表

示的概念是集对的，即其真值可用联系数来表示，则
称判断句 Ａ 为集对判断句，其真值记为

μ（Ａ） ＝ ａ（Ａ） ＋ ｂ（Ａ） ｉ ＋ ｃ（Ａ） ｊ
　 　 定义 ７　 对于判断句“ Ａ ： ｘ 是 ａ ”和“ Ｂ ： ｘ 是

ｂ” ，称“若 Ａ， 则 Ｂ ”为推理句，记作 Ａ→ Ｂ。 若 Ａ、Ｂ
均为集对判断句，则称为集对推理。

定义 ８　 集对判断句的蕴含关系为

μ（Ａ → Ｂ） ＝ μ（Ａ） ∨ μ（Ｂ） ＝
ｍａｘ｛ｃ（Ａ），ａ（Ｂ）｝ ＋ （１ － ｍａｘ｛ｃ（Ａ），ａ（Ｂ）｝ －

ｍｉｎ｛ａ（Ａ），ｃ（Ｂ）｝） ｉ ＋ ｍｉｎ｛ａ（Ａ），ｃ（Ｂ）｝ ｊ
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　 　 集对判断句分别从肯定、否定、不确定 ３ 个

方面描述了命题的特征，是一种更为客观的推

理形式，是对模糊推理及双枝模糊推理的补充

与完善。
２．２　 单论域集对推理

设 μ（Ａ） ＝ ａ（Ａ） ＋ ｂ（Ａ） ｉ ＋ ｃ（Ａ） ｊ，μ（Ｂ） ＝
ａ（Ｂ） ＋ｂ（Ｂ） ｉ ＋ ｃ（Ｂ） ｊ 则对于以上给出的集对蕴含

式，有：
定义 ９　 如果 Ａ→Ｂ 的真值为 μ（Ａ→Ｂ） ＝ １，则

称 Ａ → Ｂ 对 ｘ 集对真，简记为 Ｓ⁃真。
定义 １０　 如果 Ａ → Ｂ 的真值为 μ（Ａ → Ｂ） ＝ ｉ，

则称 Ａ → Ｂ 对 ｘ 集对不确定，简记为 Ｓ⁃不确定。
定义 １１　 如果 Ａ → Ｂ 的真值为 μ（Ａ → Ｂ） ＝ ｊ，

则称 Ａ → Ｂ 对 ｘ 集对假，简记为 Ｓ⁃假。
定律 ９　 若对于集对命题 Ａ，Ｂ， 其真值分别为

μ（Ａ） ＝ ａ（Ａ） ＋ ｂ（Ａ） ｉ ＋ ｃ（Ａ） ｊ
μ（Ｂ） ＝ ａ（Ｂ） ＋ ｂ（Ｂ） ｉ ＋ ｃ（Ｂ） ｊ

则有以下性质成立：
１）若 Ａ 对 ｘ 为 Ｓ⁃真命题，则 Ａ → Ｂ 与 Ｂ 等值；
２）若Ａ对 ｘ 为 Ｓ⁃假命题，则Ａ→Ｂ对 ｘ 必为 Ｓ⁃真；
３）若Ｂ对 ｘ 为 Ｓ⁃真命题，则Ａ→Ｂ对 ｘ必为Ｓ⁃真；
４）若 Ｂ 对 ｘ 为 Ｓ⁃假命题， 则 Ａ → Ｂ 与 Ａ 互逆。
证明　 根据定义知，
１）若 Ａ 对 ｘ 为 Ｓ⁃真 命题，即 μ（Ａ） ＝ １， 则

μ（Ａ → Ｂ） ＝
ｍａｘ｛ｃ（Ａ），ａ（Ｂ）｝ ＋ （１ － ｍａｘ｛ｃ（Ａ），ａ（Ｂ）｝ －
ｍｉｎ｛ａ（Ａ），ｃ（Ｂ）｝） ｉ ＋ ｍｉｎ｛ａ（Ａ），ｃ（Ｂ）｝ ｊ ＝

ｍａｘ｛０，ａ（Ｂ）｝ ＋ （１ － ｍａｘ｛０，ａ（Ｂ）｝ －
ｍｉｎ｛１，ｃ（Ｂ）｝） ｉ ＋ ｍｉｎ｛１，ｃ（Ｂ）｝ ｊ ＝

ａ（Ｂ） ＋ （１ － ａ（Ｂ） － ｃ（Ｂ）｝） ｉ ＋ ｃ（Ｂ） ｊ ＝ μ（Ｂ）
即 μ（Ａ → Ｂ） ＝ μ（Ｂ）， 因此 Ａ → Ｂ 与 Ｂ 等值。

２）若 Ａ 对 ｘ 为 Ｓ⁃假命题， 即 μ（Ａ） ＝ ｊ， 则

μ（Ａ → Ｂ） ＝
ｍａｘ｛ｃ（Ａ），ａ（Ｂ）｝ ＋ （１ － ｍａｘ｛ｃ（Ａ），ａ（Ｂ）｝ －
ｍｉｎ｛ａ（Ａ），ｃ（Ｂ）｝） ｉ ＋ ｍｉｎ｛ａ（Ａ），ｃ（Ｂ）｝ ｊ ＝

ｍａｘ｛１，ａ（Ｂ）｝ ＋ （１ － ｍａｘ｛１，ａ（Ｂ）｝ －
ｍｉｎ｛０，ｃ（Ｂ）｝） ｉ ＋ ｍｉｎ｛０，ｃ（Ｂ）｝ ｊ ＝

１ ＋ （１ － １ － ０） ｉ ＋ ０ｊ ＝ １
即 μ（Ａ → Ｂ） ＝ １， 因此 Ａ → Ｂ 为 Ｓ⁃真 。

３）若 Ｂ 对 ｘ 为 Ｓ⁃真 命题，即 μ（Ｂ） ＝ １， 则

μ（Ａ → Ｂ） ＝
ｍａｘ｛ｃ（Ａ），ａ（Ｂ）｝ ＋ （１ － ｍａｘ｛ｃ（Ａ），ａ（Ｂ）｝ －
ｍｉｎ｛ａ（Ａ），ｃ（Ｂ）｝） ｉ ＋ ｍｉｎ｛ａ（Ａ），ｃ（Ｂ）｝ ｊ ＝

ｍａｘ｛ｃ（Ａ），１｝ ＋ （１ － ｍａｘ｛ｃ（Ａ），１｝ －

ｍｉｎ｛ａ（Ａ），０｝） ｉ ＋ ｍｉｎ｛ａ（Ａ），０｝ ｊ ＝
１ ＋ （１ － １ － ０） ｉ ＋ ０ｊ ＝ １

即 μ（Ａ → Ｂ） ＝ １， 因此 Ａ → Ｂ 为 Ｓ⁃真 。
４）若 Ｂ 对 ｘ 为 Ｓ⁃假命题， 即 μ（Ｂ） ＝ ｊ， 则

μ（Ａ → Ｂ） ＝
ｍａｘ｛ｃ（Ａ），ａ（Ｂ）｝ ＋ （１ － ｍａｘ｛ｃ（Ａ），ａ（Ｂ）｝ －
ｍｉｎ｛ａ（Ａ），ｃ（Ｂ）｝） ｉ ＋ ｍｉｎ｛ａ（Ａ），ｃ（Ｂ）｝ ｊ ＝

ｍａｘ｛ｃ（Ａ），０｝ ＋ （１ － ｍａｘ｛ｃ（Ａ），０｝ －
ｍｉｎ｛ａ（Ａ），１｝） ｉ ＋ ｍｉｎ｛ａ（Ａ），１｝ ｊ ＝

ｃ（Ａ） ＋ （１ － ｃ（Ａ） － ａ（Ａ）） ｉ ＋ ａ（Ａ） ＝ μ（Ａ）

即 μ（Ａ → Ｂ） ＝ μ（Ａ） ＝ μ（Ａ
－
） 因此 Ａ → Ｂ 与 Ａ 互逆。

定律 １０ 　 若 μ（Ａ） ＝ ａ（Ａ） ＋ ｂ（Ａ） ｉ ＋ ｃ（Ａ） ｊ，
μ（Ｂ） ＝ ａ（Ｂ） ＋ ｂ（Ｂ） ｉ ＋ ｃ（Ｂ） ｊ， 且 Ａ 对 ｘ 为 Ｓ⁃不确

定命题，则有：
１）若 Ｂ 对 ｘ 为 Ｓ⁃真命题，则 Ａ → Ｂ 为 Ｓ⁃真；
２）若Ｂ对 ｘ 为 Ｓ⁃假命题，则Ａ→Ｂ为 Ｓ⁃不确定。
３）若 Ｂ 对 ｘ 为 Ｓ⁃不确定命题，则 Ａ → Ｂ 为 Ｓ⁃不

确定。
证明：由题意 μ（Ａ） ＝ ｉ， 根据定义知，

μ（Ａ → Ｂ） ＝
ｍａｘ｛ｃ（Ａ），ａ（Ｂ）｝ ＋ （１ － ｍａｘ｛ｃ（Ａ），ａ（Ｂ）｝ －
ｍｉｎ｛ａ（Ａ），ｃ（Ｂ）｝） ｉ ＋ ｍｉｎ｛ａ（Ａ），ｃ（Ｂ）｝ ｊ ＝

ｍａｘ｛０，ａ（Ｂ）｝ ＋ （１ － ｍａｘ｛０，ａ（Ｂ）｝ －
ｍｉｎ｛０，ｃ（Ｂ）｝） ｉ ＋ ｍｉｎ｛０，ｃ（Ｂ）｝ ｊ ＝

ａ（Ｂ） ＋ （１ － ａ（Ｂ）） ｉ
当 ａ（Ｂ） ＝ １， μ（Ａ → Ｂ） ＝ １， Ａ → Ｂ 为 Ｓ⁃真；

当 ａ（Ｂ） ＝ ０， μ（Ａ→Ｂ） ＝ ｉ， Ａ→Ｂ 为 Ｓ⁃不确定。
得证。

定律 １１　 复合蕴含规则。 设 Ａ，Ｂ，Ｃ ∈ Ｓ， 且

μ（Ａ） ＝ ａ（Ａ） ＋ ｂ（Ａ） ｉ ＋ ｃ（Ａ） ｊ
μ（Ｂ） ＝ ａ（Ｂ） ＋ ｂ（Ｂ） ｉ ＋ ｃ（Ｂ） ｊ
μ（Ｃ） ＝ ａ（Ｃ） ＋ ｂ（Ｃ） ｉ ＋ ｃ（Ｃ） ｊ

若 Ａ → Ｂ 对 ｘ 为 Ｓ⁃真， Ｂ→ Ｃ 对 ｘ 为 Ｓ⁃真，则 Ａ→ Ｃ
对 ｘ 为 Ｓ⁃真。

证明 　 由蕴含式 Ａ → Ｂ 对 ｘ 为 Ｓ⁃真 ，知：

μ（ Ａ → Ｂ） ＝ μ（ Ａ） ∨ μ（ Ｂ） ＝ １， 则 μ（ Ａ） 和

μ（ Ｂ） 必定至少有一个为 １。 若 μ（ Ｂ） ＝ １， 则

由定律 ９ 知 μ（ Ｃ） ＝ １， 于是得到 μ（ Ａ → Ｃ） ＝

１， 即 Ａ → Ｃ 对 ｘ 为 Ｓ⁃真 。 若 μ（ Ａ） ＝ １， 又有

Ｂ →Ｃ 对 ｘ 为 Ｓ⁃真 ，则必有 μ（ Ｃ） ＝ １， 即得 Ａ→
Ｃ 对 ｘ 为 Ｓ⁃真 。 证毕。

对于集对蕴含式推理的一般情况，见表 １。
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表 １　 集对推理与态势

Ｔａｂｌｅ １　 Ｓｅｔ ｐａｉｒ ｉｎｆｅｒｅｎｃｅ ａｎｄ ｐｏｓｔｕｒｅ

序号 划分 等级 集对势 ａ，ｂ，ｃ 大小关系 集对推理

１ 均势 一级 微均势 ａ ＝ ｃ，ｂ ＞ ａ Ｓ⁃微均

２ 均势 二级 弱均势 ａ ＝ ｃ，ｂ ＝ ａ Ｓ⁃弱均

３ 均势 三级 强均势 ａ ＝ ｃ，ａ ＞ ｂ ＞ ０ Ｓ⁃强均

４ 均势 四级 准均势 ａ ＝ ｃ，ｂ ＝ ０ Ｓ⁃准均

５ 同势 一级 准同势 ａ ＞ ｃ，ｂ ＝ ０ Ｓ⁃准同

６ 同势 二级 强同势 ａ ＞ ｃ，ｃ ＞ ｂ Ｓ⁃强同

７ 同势 三级 弱同势 ａ ＞ ｃ，ａ ＞ ｂ ＞ ｃ Ｓ⁃弱同

８ 同势 四级 微同势 ａ ＞ ｃ，ｂ ＞ ａ Ｓ⁃微同

９ 反势 一级 准反势 ａ ＜ ｃ，ｂ ＝ ０ Ｓ⁃准反

１０ 反势 二级 强反势 ａ ＜ ｃ，０ ＜ ｂ ＜ ａ Ｓ⁃强反

１１ 反势 三级 弱反势ａ ＜ ｃ，ｂ ＞ ａ，ｂ ＜ ｃ Ｓ⁃弱反

１２ 反势 四级 微反势 ａ ＜ ｃ，ｂ ＞ ｃ Ｓ⁃微反

１３ 不确定同一势 ｃ ＝ ０，ａ ＞ ｂ Ｓ⁃不确定同

１４ 不确定不确定势 ｃ ＝ ０，ａ ≤ ｂ
Ｓ⁃不 确 定 不

确定

　 　 注：序号 １～１２ 是在 ａ ≠ ０，ｃ ≠ ０ 条件下形成的集对势；
当 ｃ ＝ ０，ｂ≠０，ａ≠０ 时为集对的不确定势。 集对推理与集

对势形成了一一对应关系。

基于集对命题逻辑的推理将传统推理的结果细

分为更多可能的结果，更加客观地反映了事物的不

确定性。
２．３　 双论域集对推理

上节给出的推理规则是在同一个论域中展开

的，而在现实生活中往往会见到形如“ ｘ 是 ａ， 则 ｙ
是 ｂ ”的集对推理句，涉及 ２ 个变元 ｘ 和 ｙ， 它们分

别属于 Ｘ 与 Ｙ 这 ２ 个不同论域。 若描述为“ Ａｘ ： ｘ
是 ａ， Ｂｙ ： ｙ 是 ｂ ”，则可记作 Ａｘ → Ｂｙ。 此时，以上

推理规则便不再适用。 为了解决这个问题，这里给

出集对关系和联系域的概念。
定义 １２　 给定 ２ 个不同的论域 Ｘ 与 Ｙ， 对于任

意 ｘ ∈ Ｘ， ｙ ∈ Ｙ， 在 Ｘ ∪ Ｙ 的某个问题背景下得到

它们的联系度为 μ（ｘ，ｙ）＝ ａ ＋ ｂｉ ＋ ｃｊ，若 ａ ＋ ｂ≥０．５，
则称 ｘ 和 ｙ 具有集对关系；如果对于 ∀ｘ ∈ Ｘ，
∀ｙ ∈Ｙ 都具有集对关系，则称 Ｘ 与 Ｙ 具有集对关

系。
集对关系具有自反性和对称性。
定义 １３　 由 Ｘ × Ｙ 中所有具有集对关系的元素

（ｘ，ｙ） 组成的论域称为 Ｘ 与 Ｙ 的联系域，记作

Ｘ × Ｙ＿ 。
双论域集对推理在联系域 Ｘ × Ｙ＿ 中展开。
定义 １４　 在 Ｘ × Ｙ＿ 中，若 Ａｘ 和 Ｂｙ 的真值为

μ（Ａｘ） ＝ ａ（Ａｘ） ＋ ｂ（Ａｘ） ｉ ＋ ｃ（Ａｘ） ｊ
μ（Ａｙ） ＝ ａ（Ｂｙ） ＋ ｂ（Ｂｙ） ｉ ＋ ｃ（Ｂｙ） ｊ

则双论域集对蕴含句 Ａｘ → Ｂｙ 的真值定义为

μ（Ａｘ → Ｂｙ） ＝

μ（Ａｘ） ∨ （μ（Ａｘ） ∧ μ（Ｂｙ）） ＝
ｍａｘ｛ｃ（Ａｘ），ｍｉｎ｛ａ（Ａｘ），ａ（Ｂｙ）｝｝ ＋

（１ － ｍａｘ｛ｃ（Ａｘ），ｍｉｎ｛ａ（Ａｘ），ａ（Ｂｙ）｝｝ －
ｍｉｎ｛ａ（Ａｘ），ｍａｘ｛ｃ（Ａｘ），ｃ（Ｂｙ）｝｝） ｉ ＋
ｍｉｎ｛ａ（Ａｘ），ｍａｘ｛ｃ（Ａｘ），ｃ（Ｂｙ）｝｝ ｊ

　 　 定义 １５　 如果集对蕴含式 Ａｘ → Ｂ ｙ 的真值为

μ（Ａｘ → Ｂ ｙ） ＝ １， 则称 Ａｘ → Ｂ ｙ 为集对真，简记为

Ｓ⁃真 。
定义 １６　 如果集对蕴含式 Ａｘ → Ｂｙ 的真值为

μ（Ａｘ → Ｂｙ） ＝ ｉ， 则称 Ａｘ → Ｂｙ 为集对不确定，简记为

Ｓ⁃不确定。
定义 １７ 　 如果集对蕴含式 Ａｘ → Ｂｙ 的真值为

μ（Ａｘ → Ｂｙ） ＝ ｊ，则称Ａｘ →Ｂｙ 为集对假，简记为 Ｓ⁃假。
　 　 定律 １２　 若 μ（Ａｘ） ＝ ａ（Ａｘ） ＋ ｂ（Ａｘ）ｉ ＋ ｃ（Ａｘ）ｊ 和
μ（Ａｙ） ＝ ａ（Ｂｙ） ＋ ｂ（Ｂｙ）ｉ ＋ ｃ（Ｂｙ）ｊ，则以下性质成立：

１）若 Ａｘ 对 ｘ 为 Ｓ⁃真命题，则集对蕴含式 Ａｘ →
Ｂｙ 与 Ｂｙ 等值；

２）若 Ａｘ 对 ｘ 为 Ｓ⁃假命题，则集对蕴含式 Ａｘ →
Ｂｙ 必为 Ｓ⁃真；

３）若 Ａｘ 对 ｘ 为 Ｓ⁃不确定命题，则集对蕴含式

Ａｘ →Ｂｙ 必为 Ｓ⁃不确定；
４）若 Ｂｙ 对 ｘ 为 Ｓ⁃真命题，则集对蕴含式 Ａｘ →

Ｂｙ 与 Ａｘ 等值或互逆；
５）若 Ｂｙ 对 ｘ 为 Ｓ⁃假命题，则集对蕴含式 Ａｘ →

Ｂｙ 与 Ａｘ 互逆。
证明　 根据定义

１）若 Ａｘ 对 ｘ 为 Ｓ⁃真命题，即 μ（Ａｘ） ＝ １， 则

μ（Ａｘ → Ｂｙ） ＝

μ（Ａｘ） ∨ （μ（Ａｘ） ∧ μ（Ｂｙ）） ＝
ｍａｘ｛ｃ（Ａｘ），ｍｉｎ｛ａ（Ａｘ），ａ（Ｂｙ）｝｝ ＋

（１ － ｍａｘ｛ｃ（Ａｘ），ｍｉｎ｛ａ（Ａｘ），ａ（Ｂｙ）｝｝ －
ｍｉｎ｛ａ（Ａｘ），ｍａｘ｛ｃ（Ａｘ），ｃ（Ｂｙ）｝｝） ｉ ＋
ｍｉｎ｛ａ（Ａｘ），ｍａｘ｛ｃ（Ａｘ），ｃ（Ｂｙ）｝｝ ｊ ＝

ｍａｘ｛０，ｍｉｎ｛１，ａ（Ｂｙ）｝｝ ＋
（１ － ｍａｘ｛０，ｍｉｎ｛１，ａ（Ｂｙ）｝｝ －
ｍｉｎ｛１，ｍａｘ｛０，ｃ（Ｂｙ）｝｝） ｉ ＋
ｍｉｎ｛１，ｍａｘ｛０，ｃ（Ｂｙ）｝｝ ｊ ＝

ａ（Ｂｙ） ＋ （１ － ａ（Ｂｙ） － ｃ（Ｂｙ）） ｉ ＋ ｃ（Ｂｙ） ｊ ＝ μ（Ｂｙ）
　 　 即 μ（Ａｘ → Ｂｙ） ＝ μ（Ｂｙ）， 因此集对蕴含式 Ａｘ →
Ｂｙ 与 Ｂｙ 等值。
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２）若 Ａｘ 对 ｘ 为 Ｓ⁃假命题，即 μ（Ａｘ） ＝ ｊ， 则

μ（Ａｘ → Ｂｙ） ＝

μ（Ａｘ） ∨ （μ（Ａｘ） ∧ μ（Ｂｙ）） ＝
ｍａｘ｛ｃ（Ａｘ），ｍｉｎ｛ａ（Ａｘ），ａ（Ｂｙ）｝｝ ＋

（１ － ｍａｘ｛ｃ（Ａｘ），ｍｉｎ｛ａ（Ａｘ），ａ（Ｂｙ）｝｝ －
ｍｉｎ｛ａ（Ａｘ），ｍａｘ｛ｃ（Ａｘ），ｃ（Ｂｙ）｝｝） ｉ ＋
ｍｉｎ｛ａ（Ａｘ），ｍａｘ｛ｃ（Ａｘ），ｃ（Ｂｙ）｝｝ ｊ ＝

ｍａｘ｛１，ｍｉｎ｛０，ａ（Ｂｙ）｝｝ ＋
（１ － ｍａｘ｛１，ｍｉｎ｛０，ａ（Ｂｙ）｝｝ －
ｍｉｎ｛０，ｍａｘ｛１，ｃ（Ｂｙ）｝｝） ｉ ＋
ｍｉｎ｛０，ｍａｘ｛１，ｃ（Ｂｙ）｝｝ ｊ ＝

１ ＋ ０ｉ ＋ ０ｊ ＝ １
　 　 即 μ（Ａｘ → Ｂｙ） ＝ １， 因此集对蕴含式 Ａｘ → Ｂｙ 为

Ｓ⁃真。
３）若 Ａｘ 对 ｘ 为 Ｓ⁃不确定命题， μ（Ａｘ） ＝ ｉ， 则

μ（Ａｘ → Ｂｙ） ＝

μ（Ａｘ） ∨ （μ（Ａｘ） ∧ μ（Ｂｙ）） ＝
ｍａｘ｛ｃ（Ａｘ），ｍｉｎ｛ａ（Ａｘ），ａ（Ｂｙ）｝｝ ＋

（１ － ｍａｘ｛ｃ（Ａｘ），ｍｉｎ｛ａ（Ａｘ），ａ（Ｂｙ）｝｝ －
ｍｉｎ｛ａ（Ａｘ），ｍａｘ｛ｃ（Ａｘ），ｃ（Ｂｙ）｝｝） ｉ ＋
ｍｉｎ｛ａ（Ａｘ），ｍａｘ｛ｃ（Ａｘ），ｃ（Ｂｙ）｝｝ ｊ ＝

ｍａｘ｛０，ｍｉｎ｛０，ａ（Ｂｙ）｝｝ ＋
（１ － ｍａｘ｛０，ｍｉｎ｛０，ａ（Ｂｙ）｝｝ －
ｍｉｎ｛０，ｍａｘ｛０，ｃ（Ｂｙ）｝｝） ｉ ＋
ｍｉｎ｛０，ｍａｘ｛０，ｃ（Ｂｙ）｝｝ ｊ ＝

０ ＋ １ｉ ＋ ０ｊ ＝ ｉ
　 　 即 μ（Ａｘ → Ｂｙ） ＝ ｉ， 因此集对蕴含式 Ａｘ → Ｂｙ 必

为 Ｓ⁃不确定。
４）若 Ｂｙ 对 ｘ 为 Ｓ⁃真命题，即 μ（Ｂｙ） ＝ １， 则

μ（Ａｘ → Ｂｙ） ＝

μ（Ａｘ） ∨ （μ（Ａｘ） ∧ μ（Ｂｙ）） ＝
ｍａｘ｛ｃ（Ａｘ），ｍｉｎ｛ａ（Ａｘ），ａ（Ｂｙ）｝｝ ＋

（１ － ｍａｘ｛ｃ（Ａｘ），ｍｉｎ｛ａ（Ａｘ），ａ（Ｂｙ）｝｝ －
ｍｉｎ｛ａ（Ａｘ），ｍａｘ｛ｃ（Ａｘ），ｃ（Ｂｙ）｝｝） ｉ ＋
ｍｉｎ｛ａ（Ａｘ），ｍａｘ｛ｃ（Ａｘ），ｃ（Ｂｙ）｝｝ ｊ ＝

ｍａｘ｛ｃ（Ａｘ），ｍｉｎ｛ａ（Ａｘ），１｝｝ ＋
（１ － ｍａｘ｛ｃ（Ａｘ），ｍｉｎ｛ａ（Ａｘ），１｝｝ －
ｍｉｎ｛ａ（Ａｘ），ｍａｘ｛ｃ（Ａｘ），０｝｝） ｉ ＋
ｍｉｎ｛ａ（Ａｘ），ｍａｘ｛ｃ（Ａｘ），０｝｝ ｊ ＝

ｍａｘ｛ｃ（Ａｘ），ａ（Ａｘ）｝ ＋ （１ － ｍａｘ｛ｃ（Ａｘ），ａ（Ａｘ）｝ －
ｍｉｎ｛ａ（Ａｘ），ｃ（Ａｘ）｝） ｉ ＋ ｍｉｎ｛ａ（Ａｘ），ｃ（Ａｘ）｝ ｊ

当 ａ（Ａｘ） ≥ ｃ（Ａｘ）， 有

μ（Ａｘ → Ｂｙ） ＝

ａ（Ａｘ） ＋ （１ － ａ（Ａｘ） － ｃ（Ａｘ）） ｉ ＋ ｃ（Ａｘ） ｊ ＝ μ（Ａｘ）
当 ａ（Ａｘ） ≤ ｃ（Ａｘ）， 有

μ（Ａｘ → Ｂｙ） ＝

ｃ（Ａｘ） ＋ （１ － ａ（Ａｘ） － ｃ（Ａｘ）） ｉ ＋ ａ（Ａｘ） ｊ ＝ μ（Ａｘ）
因此，集对蕴含式 Ａｘ → Ｂｙ 与 Ａｘ 等值或互逆。

５）若 Ｂｙ 对 ｘ 为 Ｓ⁃假命题，即 μ（Ｂｙ） ＝ ｊ， 则

μ（Ａｘ → Ｂｙ） ＝

μ（Ａｘ） ∨ （μ（Ａｘ） ∧ μ（Ｂｙ）） ＝
ｍａｘ｛ｃ（Ａｘ），ｍｉｎ｛ａ（Ａｘ），ａ（Ｂｙ）｝｝ ＋

（１ － ｍａｘ｛ｃ（Ａｘ），ｍｉｎ｛ａ（Ａｘ），ａ（Ｂｙ）｝｝ －
ｍｉｎ｛ａ（Ａｘ），ｍａｘ｛ｃ（Ａｘ），ｃ（Ｂｙ）｝｝） ｉ ＋
ｍｉｎ｛ａ（Ａｘ），ｍａｘ｛ｃ（Ａｘ），ｃ（Ｂｙ）｝｝ ｊ ＝

ｍａｘ｛ｃ（Ａｘ），ｍｉｎ｛ａ（Ａｘ），０｝｝ ＋
（１ － ｍａｘ｛ｃ（Ａｘ），ｍｉｎ｛ａ（Ａｘ），０｝｝ －
ｍｉｎ｛ａ（Ａｘ），ｍａｘ｛ｃ（Ａｘ），１｝｝） ｉ ＋
ｍｉｎ｛ａ（Ａｘ），ｍａｘ｛ｃ（Ａｘ），１｝｝ ＝

ｃ（Ａｘ） ＋ （１ － ｃ（Ａｘ － ａ（Ａｘ）） ｉ ＋ ａ（Ａｘ） ｊ ＝ μ（Ａｘ）

即 μ（Ａｘ →Ｂｙ）＝ μ（Ａｘ），则集对蕴含式 Ａｘ →Ｂｙ 与 Ａｘ

互逆。

３　 结束语

本文基于集对逻辑的基本方法，给出了集对蕴

含式的定义，以此建立了的单论域的集对推理形式；
然后定义了一种集对关系，以及集对关系形成的论

域———联系域，给出了联系域上的双论域集对推理

形式。 集对推理模式的建立对于集对分析理论的逐

步完善及其在各领域中的应用提供了一个新的思路

与工具，是对经典逻辑和模糊逻辑的一种补充和完

善。 集对逻辑及其推理方法针对不确定性问题展开

研究，从肯定、犹豫和否定 ３ 个方面描述人们对事物

的复杂认知。 用三维联系数刻画命题的真值，更具

一般性。 集对逻辑及其推理方法的研究仍处于初步

阶段，仍需要进一步研究。
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