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基于最大间隔理论的组合距离学习算法

郭瑛洁，王士同，许小龙
（江南大学 数字媒体学院 ，江苏 无锡 ２１４０００）

摘　 要：从已知数据集中学习距离度量在许多机器学习应用中都起着重要作用。 传统的距离学习方法通常假定目

标距离函数为马氏距离的形式，这使得学习出的距离度量在应用上具有局限性。 提出了一种新的距离学习方法，将
目标距离函数表示为若干候选距离的线性组合，依据最大间隔理论利用数据集的边信息学习得到组合距离中各距

离分量的权值，从而得到新的距离度量。 通过该距离度量在模糊 Ｃ 均值聚类算法中的表现来对其进行评价。 在 ＵＣＩ
数据集上，与其他已有的距离学习算法的对比实验结果证明了该文算法的有效性。
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　 　 如何表示 ２ 点之间的距离是模式识别中的基础

问题。 一个好的距离度量能够根据数据的结构与分

布适用于不同的应用。 欧氏距离是众多数据挖掘应

用中使用最多的距离度量，但是欧氏距离仅适用于

特征空间中超球结构的数据集，对于超立方体结构、
超椭球结构的数据集效果不太理想［１］。 除了欧氏

距离，余弦距离是另一个应用广泛的距离度量。 尽

管余弦距离在文本检索中有优秀的表现，但是其预

先假设了数据集每一维度都是等权重的［２］，这一特

性显然限制了余弦距离的应用范围。 因此，欧式距

离和余弦距离在实际应用中都不是最理想的选择。
从训练样本中学习出合适的距离度量是近年来



的研究热点，它对于提高聚类和分类效果有着重要

的影响。 一般的距离学习方法都是首先假定一个距

离函数模型并进行求解，其中大部分的距离函数假

定在马氏距离定义的框架之下，即对于 ２ 点 ｘ、ｙ ，使
用距离公式 ｄ（ｘ，ｙ） ＝ （ｘ － ｙ） ＴＡ（ｘ － ｙ） ，其中 Ａ 为

所要学习的距离矩阵。 比如文献［３］中通过使相似

样本之间距离减小学习了一个全局距离度量；区分

成分分析（ＤＣＡ） ［４］ 通过最小化相似样本之间距离

的同时最大化不相似样本之间的距离来学习距离矩

阵；近邻成分分析（ＮＣＡ） ［５］ 通过最优化最近邻分类

器的精度去学习马氏距离度量；最大边界近邻分类

方法（ＬＭＮＮ） ［６］ 在 ＮＣＡ 的框架下拓展了最大边界

的目标，但是学习的目标仍然是得到一个马氏距离。
当马氏距离中的矩阵 Ａ 取单位矩阵 Ｉ 时，则马氏距

离表示欧氏距离。 因此，本质上来说，以马氏距离为

目标学习得到的新距离是欧式距离的线性变换，其
无法准确地度量所有样本之间的距离。

有别于传统的距离学习方法，本文提出的距离

学习方法并没有将学习目标单纯设定为马氏距离，
而是学习由若干候选距离线性组合而成的新距离。
基于最大间隔理论建立目标函数，利用数据的边信

息通过对目标函数进行优化从而得到组合距离中的

权重进而得到新的距离度量。 对于候选距离的选择

也不仅仅局限于马氏距离，本文选择了其他形式的

距离度量进行组合，以扩大距离度量的适用范围。

１　 组合距离表示

为了更好地表示数据点之间的距离，在距离函

数中引入权重来强化有积极作用的部分，削减冗余

的部分，已经成为一种常用的方法。 在之前的方法

中，研究者往往使用特征加权距离的方法［７］ 来改进

聚类算法，特征加权距离的计算表达式为

ｗｄｉｓｔ（ｘ，ｙ） ＝ ∑
ｄ

ｈ ＝ １
ωα

ｈ （ｘｈ － ｙｈ） ２ ，α ＞ １

式 中： ｘ ＝ ｘ１ 　 ｘ２ 　 …　 ｘｄ[ ] Ｔ，ｙ ＝
ｙ１ ｙ２ … ｙｄ[ ] Ｔ 为特征空间 Ｒｄ 中的任意 ２ 点，

ω ｈ 为特征权重且满足 ∑
ｄ

ｈ ＝ １
ω ｈ ＝１。

受特征加权距离的启发，引入权值将距离函数

改写为若干候选距离的线性组合，将特征加权改为

距离加权，从而强化对某一数据集有更好度量效果

的距离分量。
本文通过以下线性组合来表示数据集中的距离

度量：

Ｄ（ｘａ，ｘｂ） ＝ ∑
ｐ

ｉ ＝ １
ωｉｄｉ（ｘａ，ｘｂ） （１）

ｓ．ｔ．∑
ｐ

ｉ ＝ １
ωｉ ＝ １，

０ ≤ ωｉ ≤ １，　 ｉ ＝ １，２，…，ｐ
式中： Ｄ（ｘａ，ｘｂ） 表示数据点 ｘａ 到数据点 ｘｂ 之间的
距离，它由 ｐ 个距离分量组成， ｄｉ（ｘａ，ｘｂ） 是其第 ｉ
个距离分量， ω ｉ 是第 ｉ 个距离分量所对应的权值。
ω ｉ 需要满足各个分量权值均为正且和为 １ 的条件。

在距离分量的选择上，除了经典的欧式距离之

外，本文选择了若干含有数据维度方差的距离分量

（如： ｄ（ｘａ，ｘｂ） ＝ （ｘａ － ｘｂ） Ｔ Ｉ
βσ ２（ｘａ － ｘｂ） ，其中 β

为常数， Ｉ 为单位矩阵， σ 为数据点之间的标准差）
以保留数据各特征分量上的特征。 但是这些距离均

为马氏距离定义框架下的距离度量，对其进行线性

组合后，得到的距离函数仍为马氏距离形式。 因此，
根据 Ｗｕ 等提出的新距离［８］，本文给出了若干形如
ｄ（ｘａ，ｘｂ） ＝ １ － ｅｘｐ（ － β ‖ ｘａ － ｘｂ‖２） 的距离分量

进行组合，其中 β 为常数，这些距离均为非线性的距

离度量，通过组合可以形成非线性的距离函数以克

服马氏距离的缺点。

２　 基于最大间隔理论的距离学习

２．１　 距离学习方法

本文所提出的距离学习算法将利用数据集的边

信息进行学习，而边信息通常以成对约束的形式表

现。 因此，本文以成对约束的集合作为训练集并表

示为 Ｄ ＝ ｘｋ
ａ，ｘｋ

ｂ，ｙｋ( ) ，ｋ ＝ １，２，…，ｎ{ } ，其中 ｎ 为成

对约束的对数。 Ｄ 中每一对成对约束 ｘｋ
ａ，ｘｋ

ｂ，ｙｋ( ) 都

是一个包含三个元素的元组，其中 ｘｋ
ａ 和 ｘｋ

ｂ 是被表示

为 ｄ维向量的样本点， ｙｋ 是表示样本点 ｘｋ
ａ 和 ｘｋ

ｂ 之间

关系的类标。 当 ｘｋ
ａ 和 ｘｋ

ｂ 为同一类的样本点时， ｙｋ

为正（如： ｙｋ ＝ ＋ １）；反之， ｙｋ 为负（如： ｙｋ ＝ － １）。
使用 Ｘ ＝ ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ( ) 来表示 Ｄ 中出现的所有的

训练样本点，其中 Ｎ 表示样本点的个数。
统计学习中常用的经验风险最小化并不能保证

良好的泛化性能，因此间隔理论［９ ］ 就伴随着过拟合

的问题研究被提出，并逐渐成为机器学习领域中的

一个重要评价标准。 本文依据最大间隔理论并受

Ｌ２⁃ＳＶＭ 方法［１０ ］和文献［２］的启发，构建目标函数

如式（２）：

ｍｉｎＪ ＝ １
２ ∑

ｐ

ｉ ＝ １
ω２

ｉ ＋ Ｃ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ξ２
ｋ ＋ β２ － θρ

ｓ．ｔ．ｙｋ（∑
ｐ

ｉ ＝ １
ωｉｄｉ（ｘｋ

ａ，ｘｋ
ｂ） － β） ≥ ρ － ξｋ

∑
ｐ

ｉ ＝ １
ωｉ ＝ １，０ ≤ ωｉ ≤ １，ｉ ＝ １，２，…，ｐ

（２）
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式中： ｄｉ（ｘｋ
ａ，ｘｋ

ｂ） 表示第 ｋ 对成对约束的第 ｉ 个距离

分量，为了便于表示，本文在后续的介绍中将使用符

号 ｄｉ．ｋ 来代替 ｄｉ（ｘｋ
ａ，ｘｋ

ｂ） 。 此外， ｙｋ 为该约束对的类

标， Ｃ 为惩罚因子， Ｃ 值大时对训练错误的惩罚增

大， θ 为已知参数， β 为阈值，最大间隔为
ρ

‖ω‖
。

在优化的过程中最大化 ρ ，最小化 ‖ω‖２，并使训

练误差 ξ ｋ 最小化，其中 ξ ｋ ≥ ０。
本文的目标是通过优化该目标函数求得距离分

量的权值 ω ｉ， 下面将具体介绍求解 ω ｉ 的方法。 为

了求解上述优化问题，将它作为原始最优化问题，应
用拉格朗日对偶性，通过求解对偶问题得到原始问

题的最优解。 接下来将介绍具体求解过程。
首先，构建拉格朗日函数如式（３）：

Ｌ ＝ １
２ ∑

ｐ

ｉ ＝ １
ω２

ｉ ＋ Ｃ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ξ２
ｋ ＋ β２ － θρ ＋

∑
ｎ

ｋ ＝ １
αｋ ρ － ξｋ － ｙｋ ∑

ｐ

ｉ ＝ １
ωｉｄｉ，ｋ － β( )( ) ＋

λ １ － ∑
ｐ

ｉ ＝ １
ωｉ( ) （３）

式中：α ＝ α１　 α２　 …　 αｎ[ ] Ｔ 、λ 均为拉格朗日乘子。
如果此时考虑式（２）中 ω ｉ ≥ ０ 的约束条件，并

将该条件加入拉格朗日函数，则得到

Ｌ′ ＝ Ｌ － ∑
ｐ

ｉ ＝ １
φｉωｉ

　 　 将该拉格朗日函数分别对 ω ｉ、β、ρ、ξ ｋ、λ 求偏

导，并令其等于 ０ 得到

∂Ｌ′
∂ωｉ

＝ ωｉ － ∑
ｎ

ｋ ＝ １
αｋｙｋｄｉ，ｋ － λ － φｉ ＝ ０

∂Ｌ′
∂β

＝ ２β － ∑
ｎ

ｋ ＝ １
αｋｙｋ ＝ ０

∂Ｌ′
∂ρ

＝ － θ ＋ ∑
ｎ

ｋ ＝ １
αｋ ＝ ０

∂Ｌ′
∂ξｋ

＝ ２Ｃξｋ － αｋ ＝ ０

∂Ｌ′
∂λ

＝ １ － ∑
ｐ

ｉ ＝ １
ωｉ ＝ ０

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（４）

　 　 显然由方程组（４）无法求得 ω ｉ ，因此本文先暂

时不考虑 ω ｉ ≥ ０ 的约束条件，使用式（３）进行后续

的求解。
根据拉格朗日对偶性，原始问题的对偶问题是

极大极小问题：
ｍａｘ

α
ｍｉｎ
ω，β，ξ

Ｌ（ω，β，ξ，α，λ）

　 　 所以，需要先求 Ｌ（ω，β，ξ，α，λ） 对于 ω、λ 的

极小值。

将拉格朗日函数式（５）分别对 ω ｉ、β、ρ、ξ ｋ、λ 求

偏导，并令其等于 ０ 得到

∂Ｌ
∂ωｉ

＝ ωｉ － ∑
ｎ

ｋ ＝ １
αｋｙｋｄｉ，ｋ － λ ＝ ０

∂Ｌ
∂β

＝ ２β － ∑
ｎ

ｋ ＝ １
αｋｙｋ ＝ ０

∂Ｌ
∂ρ

＝ － θ ＋ ∑
ｎ

ｋ ＝ １
αｋ ＝ ０

∂Ｌ
∂ξｋ

＝ ２Ｃξｋ － αｋ ＝ ０

∂Ｌ
∂λ

＝ １ － ∑
ｐ

ｉ ＝ １
ωｉ ＝ ０

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（５）

进而得到

ωｉ ＝ ∑
ｎ

ｋ ＝ １
αｋｙｋｄｉ，ｋ ＋ λ （６）

β ＝ １
２ ∑

ｎ

ｋ ＝ １
αｋｙｋ （７）

θ ＝ ∑
ｎ

ｋ ＝ １
αｋ （８）

ξｋ ＝
αｋ

２Ｃ
（９）

１ － ∑
ｐ

ｉ ＝ １
ωｉ ＝ ０ （１０）

　 　 将式（６）代入式（１０）得到

λ ＝ １
ｐ

１ － ∑
ｎ

ｋ ＝ １
αｋｙｋｄｉ，ｋ( ) （１１）

　 　 进而，将式（１１）代入式（６）得到

ωｉ ＝
１
ｐ

－ １
ｐ ∑

ｐ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｋ ＝ １
αｋｙｋｄｉ，ｋ ＋ ∑

ｎ

ｋ ＝ １
αｋｙｋｄｉ，ｋ （１２）

　 　 将式（７） ～ （１０）、（１２）代入拉格朗日函数（３）
中，即得

Ｌ ＝ １
２ｐ

－ １
ｐ ∑

ｐ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｋ ＝ １
αｋｙｋｄｉ，ｋ ＋

１
２ｐ ∑

ｐ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｋ ＝ １
αｋｙｋｄｉ，ｋ( )

２ －

１
２ ∑

ｐ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｑ ＝ １
αｑｙｑｄｉ，ｑ∑

ｎ

ｒ ＝ １
αｒｙｒｄｉ，ｒ( ) ＋

∑
ｎ

ｑ ＝ １
αｑｙｑ∑

ｎ

ｒ ＝ １
αｒｙｒ

即

ｍｉｎ
ω，β，ξ

Ｌ（ω，β，ξ，α，λ） ＝ １
２ｐ

－ １
ｐ ∑

ｐ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｋ ＝ １
αｋｙｋｄｉ，ｋ ＋

１
２ｐ ∑

ｐ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｋ ＝ １
αｋｙｋｄｉ，ｋ( )

２ －

１
２ ∑

ｐ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｑ ＝ １
αｑｙｑｄｉ，ｑ∑

ｎ

ｒ ＝ １
αｒｙｒｄｉ，ｒ( ) ＋
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∑
ｎ

ｑ ＝ １
αｑｙｑ∑

ｎ

ｒ ＝ １
αｒｙｒ

求 ｍｉｎ
ω，β，ξ

Ｌ（ω，β，ξ，α，λ） 对 α的极大，即得对偶问题：

ｍａｘ
α

１
２ｐ

－ １
ｐ ∑

ｐ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｋ ＝ １
αｋｙｋｄｉ，ｋ ＋

１
２ｐ ∑

ｐ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｋ ＝ １
αｋｙｋｄｉ，ｋ( )

２ －

１
２ ∑

ｐ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｑ ＝ １
αｑｙｑｄｉ，ｑ∑

ｎ

ｒ ＝ １
αｒｙｒｄｉ，ｒ( ) ＋ ∑

ｎ

ｑ ＝ １
αｑｙｑ∑

ｎ

ｒ ＝ １
αｒｙｒ

ｓ．ｔ．∑
ｎ

ｋ ＝ １
αｋｙｋ ＝ ０

∑
ｎ

ｋ ＝ １
αｋ ＝ θ

αｋ ≥ ０，ｋ ＝ １，２，…，ｎ （１３）
　 　 将式（１３）的目标函数由求极大转换为求极小，
就得到下面与之等价的对偶最优化问题：

ｍｉｎ
α

－ １
２ｐ

＋ １
ｐ ∑

ｐ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｋ ＝ １
αｋｙｋｄｉ，ｋ －

１
２ｐ ∑

ｐ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｋ ＝ １
αｋｙｋｄｉ，ｋ( )

２ ＋

１
２ ∑

ｐ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｑ ＝ １
αｑｙｑｄｉ，ｑ∑

ｎ

ｒ ＝ １
αｒｙｒｄｉ，ｒ( ) － ∑

ｎ

ｑ ＝ １
αｑｙｑ∑

ｎ

ｒ ＝ １
αｒｙｒ

ｓ．ｔ．∑
ｎ

ｋ ＝ １
αｋｙｋ ＝ ０

∑
ｎ

ｋ ＝ １
αｋ ＝ θ

αｋ ≥ ０，ｋ ＝ １，２，…，ｎ
　 　 如此，可以通过二次规划的求解方法得到最优

解 α∗ ＝ ［α∗
１ 　 α∗

２ 　 …　 α∗
ｎ ］ Ｔ ，进而代入式（１２）得

到 ω ｉ 的最优解：

ω∗
ｉ ＝ １

ｐ
－ １

ｐ ∑
ｐ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｋ ＝ １
α∗

ｋ ｙｋｄｉ，ｋ ＋ ∑
ｎ

ｋ ＝ １
α∗

ｋ ｙｋｄｉ，ｋ

　 　 可以明显地观察到，即使成功的优化得到最优

解，也不能保证 ω ｉ 完全满足式（２）中 ω ｉ ≥０ 的约束

条件，受 ＰＦＣ 算法［１１ ］的启发，在之前的基础上对 ω ｉ

做如下修改：
ωｉ ＝

０，ｉ ∈ ｐ －

１
ｐ ＋ － １

ｐ ＋ ∑
ｊ∈ｐ ＋

∑
ｎ

ｋ ＝ １
α∗

ｋ ｙｋｄ ｊ，ｋ ＋ ∑
ｎ

ｋ ＝ １
α∗

ｋ ｙｋｄｉ，ｋ，ｉ ∈ ｐ ＋

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１４）
式中：

ｐ － ＝ ｛ ｉ：ωｉ ＝ ０｝

ｐ ＋ ＝ ｛ ｉ：ωｉ ＞ ０｝

ｐ ＋ 表示所有使得 ω ｉ 取正值的 ｉ 的集合，相对应的 ｐ －

表示无法使 ω ｉ 取正值的 ｉ 的集合，２ 个集合 ｐ ＋ 和 ｐ －

的大小分别使用 ｐ ＋ 和 ｐ － 来表示。
至此完成求解距离分量权值 ω ｉ 的目标，求解集

合 ｐ ＋ 和 ｐ － 的算法描述将在下一小节给出。

最大几何间隔
ρ

‖ω‖
中的 ρ 亦可在求解权值

ω ｉ 的过程中求得。 与原始 ＳＶＭ 类似，目标函数（３）

的分离超平面为 ｙｋ（∑
ｐ

ｉ ＝ １
ω ｉｄｉ，ｋ － β） ＝ ρ ，即可得最大

函数间隔 ρ ＝ ｙｋ（∑
ｐ

ｉ ＝ １
ω ｉｄｉ，ｋ － β） 。 在求得最优解后

由式（９）可得 β 的最优解 β∗ ＝ １
２ ∑

ｎ

ｋ ＝ １
α∗

ｋ ｙｋ 进而可得

最大函数间隔 ρ ＝ ｙｋ（∑
ｐ

ｉ ＝ １
ω ｉ

∗ｄｉ，ｋ － β∗） 。

２．２　 算法描述

本节将给出求解距离分量权值 ω ｉ 的具体算法

步骤。
为了便于表示，将式（１４）简化：

ωｉ ＝
０，ｉ ∈ ｐ －

１
ｐ ＋ ＋ ＣＶｉ，ｉ ∈ ｐ ＋

ì

î

í

ïï

ïï

（１５）

式中：

Ｖｉ ＝ －
１
ｐ ＋ ∑

ｊ∈ｐ ＋
∑

ｎ

ｋ ＝ １
α∗

ｋ ｙｋｄ ｊ，ｋ ＋ ∑
ｎ

ｋ ＝ １
α∗

ｋ ｙｋｄｉ，ｋ （１６）

　 　 由式（１６）观察可得，若想满足 ω ｉ 为正值，则 Ｖｉ

需要足够大，且当 Ｖｉ 越大， ω ｉ 为正值的几率就越大。
因此，求解集合 ｐ ＋ 和 ｐ － 的算法总结如下。

算法 １　 求解集合 ｐ ＋ 和 ｐ －。
１）初始化： ｐ ＋

０ ＝ ∅，ｐ －
０ ＝ ｛１，２，…，ｐ｝，ｈ ＝ ０；

２） ｈ ＝ ｈ ＋ １，ｐ ＋
ｈ ＝ ｐ ＋

ｈ－１ ＋ ｛ ｉ｝，ｐ －
ｈ ＝ ｐ －

ｈ－１ － ｛ ｉ｝，其

中， ｉ ＝ ａｒｇ ｍａｘｉ∈ｐ －ｈ－１｛Ｖｉ｝ ；
３）通过式（１４）计算 ω ｇ 并判断其是否大于 ０。

其中， ｇ ＝ ａｒｇｍｉｎｉ∈ｐ ＋ｈ ｛Ｖｉ｝ 。 如果 ω ｇ ＞ ０ 则回到 ２），
否则设置 ｐ ＋ ＝ ｐ ＋

ｈ－１，ｐ
－ ＝ ｐ －

ｈ－１ 并终止。
下面将介绍学习距离函数中权值 ω ｉ 的算法，其

中 ω ｉ 将采用如下方法初始化：在式（１）中 ω ｉ 的约束

条件下，令 ω （０）
１ ＝ ω （０）

２ ＝ … ＝ ω （０）
ｐ ，因此有 ω （０）

ｉ ＝
１ ／ ｐ。

算法 ２　 学习距离函数。
输入：
１）数据矩阵： Ｘ ∈ Ｒｄ×Ｎ ；
２）成对约束： ｘｋ

ａ，ｘｋ
ａ，ｙｋ( ) 其中， ｙｋ ＝ ｛＋ １， － １｝；

３）参数： Ｃ、θ ；
输出：距离权值： ω ；
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方法：
１）初始化： ω ＝ ω（０） ；
２）计算距离矩阵： Ｄ（ ｉ，ｋ） ；
３）计算二次规划参数 Ｈ 和 ｆ ：

Ｈ ＝

∑
ｐ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｑ ＝ １
∑

ｎ

ｒ ＝ １
ｄｉ，ｑｄｉ，ｒｙｑｙｒ( ) － １

ｄ ∑
ｐ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｋ ＝ １
ｙｋｄｉ，ｋ( )

２ ＋ ｙ２
ｋ

ｆ ＝ １
ｐ ∑

ｐ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｋ ＝ １
ｙｋｄｉ，ｋ

４）利用二次规划优化算法求解得到最优解： α∗ ＝
［α∗

１ 　 α∗
２ 　 …　 α∗

ｎ ］ Ｔ ；
５）计算集合 ｐ ＋ 和 ｐ － ：算法 １；
６）利用式（１５）计算 ω 。

３　 实验

为了与传统 ＦＣＭ 算法之间有可比性，本文将简

单的以学习得到的距离函数替换传统 ＦＣＭ 算法中

的欧式距离。 根据传统 ＦＣＭ 算法的实现方法，本文

将通过以下步骤实现聚类：

１）初始化隶属度矩阵 Ｕ ，使得 ∑
ｃ

ｉ ＝ １
ｕｉｊ ＝ １，∀ｊ ＝

１，２，…，ｎ，ｕｉｊ ∈ ０，１[ ] 。

２）计算聚类中心： ｃｉ ＝
∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｕｍ
ｉｊ ｘ ｊ

∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｕｍ
ｉｊ

。

３）计算价值函数：

Ｊ ＝ ∑
ｃ

ｉ ＝ １
∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｕｍ
ｉｊ ｄ２

ｉｊ

　 　 当其相对于上次价值函数值的改变量小于某个

阈值时，算法停止。
４）更新隶属度矩阵：

ｕｉｊ ＝
１

∑
ｃ

ｋ ＝ １

ｄｉｊ

ｄｋｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ ／ ｍ－１( )

　 　 其中对于样本点 ｘ ｊ ，它与聚类中心 ｃｉ 之间的距

离使用如下公式计算：

ｄｉｊ ＝ ∑
ｐ

ｒ ＝ １
ωｒｄｒ（ｘ ｊ，ｃｉ）

　 　 将上述聚类算法记为基于组合距离（ｈｙｂｒｉｄ ｄｉｓ⁃
ｔａｎｃｅ）的 ＦＣＭ 聚类算法（ＨＤＦＣＭ）。

本节将上述 ＨＤＦＣＭ 算法与已有的经典距离学

习算法进行对比与分析。
３．１　 实验设置

本文使用了 ８ 个来自 ＵＣＩ 机器学习数据库的

真实数据集。 其中 ４ 个为二类数据集，其余 ４ 个为

多类数据集。 各个数据集的信息如表 １ 所示。
表 １　 实验中使用的数据集信息

Ｔａｂｌｅ １　 Ｌｉｓｔ ｏｆ ｄａｔａ ｓｅｔｓ

数据集 样本数 特征数 类别数

ｂｒｅａｓｔ ６８３ １０ ２

ｓｏｎａｒ ２０８ ６０ ２

ｗｄｂｃ ５６９ ３０ ２

ｈｅａｒｔ ２７０ １２ ２

ｗｉｎｅ １７８ １３ ３

ｃｍｃ １ ４７３ ９ ３

ｔｈｙｒｏｉｄ ２１５ ５ ３

ｓｅｇｍｅｎｔ ２ ３１０ １９ ７

　 　 在数据集的选择上基于以下考虑：首先，这些数

据集的特征数和类别数都各不相同。 另外，这些数

据集是机器学习研究中被广泛使用的基准数据集，
因而具有代表性。 最后，由于数据集均为真实数据

集，因此可以检验算法在真实应用中是否可行。
文中所有实验均在 ＭＡＴＬＡＢ 平台下进行，所有

训练数据集和测试数据集均先归一化至 ０，１[ ] 内。
带有边信息的训练集将通过如下方法产生：首先，随
机选取数据集的 １０％组成一个子集。 然后，根据子

集中样本点带有的类标是否相同来生成约束对

ｘｋ
ａ，ｘｋ

ｂ，ｙｋ( ) 集合。 其中，类标相同的成对约束为正

约束对，反之为负约束对。 将取个数相同的正负约

束对组成训练集。
在组合距离分量的选择上，本文依据第 ２ 节的

理论，在实验中选取如下 １０ 个距离度量进行组合：
ｄ１（ｘ，ｙ） ＝ （ｘ － ｙ） ＴＩ（ｘ － ｙ）

ｄ３（ｘ，ｙ） ＝ （ｘ － ｙ） Ｔ ３Ｉ
σ２（ｘ － ｙ）

ｄ４（ｘ，ｙ） ＝ ∑
ｄ

ｉ ＝ １
ｘｉ － ｙｉ

ｄ５（ｘ，ｙ） ＝ ∑
ｄ

ｉ ＝ １

ｘｉ － ｙｉ

σ２

ｄ６（ｘ，ｙ） ＝ １ － ｅ
－３‖ｘ－ｙ‖２

σ２

ｄ７（ｘ，ｙ） ＝ １ － ｅ
－‖ｘ－ｙ‖２

σ２

ｄ８（ｘ，ｙ） ＝ １ － ｅ
－‖ｘ－ｙ‖２

３σ２

ｄ９（ｘ，ｙ） ＝ １ － ｅ
－‖ｘ－ｙ‖２

５σ２

ｄ１０（ｘ，ｙ） ＝ １ － ｅ －‖ｘ－ｙ‖２

　 　 在使用组合距离进行聚类的算法中，本文将依

据数据集的类别数给定聚类数目，初始隶属度矩阵

随机生成。 为了保证可比性，实验中所有的对比算

法将使用相同的初始隶属度矩阵，训练集和其他参
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数（ ｍ ＝ ２，ε ＝ １０ －５，Ｔ ＝ １００，Ｃ ＝ １０ －５ ）。 实验将重

复每个聚类过程 ２０ 次，实验结果取其均值。
为了评估聚类效果，采用一种类似 Ｆ１⁃ｍｅａｓｕｒｅ

的成对约束评价方法，评价参数包括：ｐａｉｒｗｉｓｅ Ｐｒｅｃｉ⁃
ｓｉｏｎ，ｐａｉｒｗｉｓｅ Ｒｅｃａｌｌ 和 ｐａｉｒｗｉｓｅ Ｆ１， 定义为［２］

Ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ ＝ ＃ＴｒｕｅＰｏｓｉｔｉｖｅ
＃ＴｒｕｅＰｏｓｉｔｉｖｅ ＋ ＃ＦａｌｓｅＰｏｓｉｔｉｖｅ

Ｒｅｃａｌｌ ＝ ＃ＴｒｕｅＰｏｓｉｔｉｖｅ
＃ＴｒｕｅＰｏｓｉｔｉｖｅ ＋ ＃ＦａｌｓｅＮｅｇａｔｉｖｅ

Ｆ１ ＝ ２ × Ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ × Ｒｅｃａｌｌ
Ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ ＋ Ｒｅｃａｌｌ

式中： ＃ＴｒｕｅＰｏｓｉｔｉｖｅ 为将正约束对预测为正约束对

的个数， ＃ＦａｌｓｅＰｏｓｉｔｉｖｅ 为将负约束对预测为正约束

对的个数， ＃ＦａｌｓｅＮｅｇａｔｉｖｅ 为将正约束对预测为负

约束对的个数。 由于该评价方法的对象为约束对，
因此不仅可以应用于二分类的评价，也可应用于多

类分类的评价。
３．２　 对比算法

本文使用了若干经典距离学习算法进行对比，
包括：使用欧式距离的传统 ＦＣＭ 算法（ＦＣＭ），使用

欧氏距离但含有约束条件的 Ｋ⁃均值聚类算法（Ｃ⁃
Ｅｕｃ） ［１２ ］，基于凸优化的全局距离学习算法 （ ＰＧ⁃
ＤＭ） ［３］。

与本文提出的算法类似，Ｃ⁃Ｅｕｃ 算法也是一种利

用边信息进行距离学习的半监督聚类算法，它在传统

Ｋ⁃均值算法的基础上加上成对约束，在这些约束的监

督下进行聚类。 Ｃ⁃Ｅｕｃ 算法在聚类的过程中要求每

一次划分都满足已知的约束条件，每个样本在没有违

反约束条件的情况下，被划分给最近的类，最终得到

的聚类结果将满足所有的约束对信息［１３ ］。
ＰＧＤＭ 算法由 Ｘｉｎｇ 等提出，是一种基于凸优化

的全局距离度量学习算法。 它将正约束对构成的集

合记为 Ｓ ，负约束对构成的集合记为 Ｄ 。 通过以下

凸优化问题对距离矩阵 Ａ 进行求解：

ｍｉｎ
Ａ

∑
（ｘｉ，ｘｊ）∈Ｓ

‖ ｘｉ － ｘ ｊ‖２
Ａ

ｓ．ｔ． ∑
（ｘｉ，ｘｊ）∈Ｄ

‖ ｘｉ － ｘ ｊ‖Ａ ≥ １，Ａ ≥ ０

式中： ‖ ｘｉ，ｘ ｊ‖Ａ ＝ （ｘｉ，ｘ ｊ） ＴＡ（ｘｉ，ｘ ｊ） 表示 ２ 个

样本点 ｘｉ 和 ｘ ｊ 之间的距离。 根据预期得到的矩阵

Ａ 的不同将有不同的解法。 如果期望得到对角形式

的距离矩阵，可以通过牛顿法进行求解，本文将此算

法记为 ＰＧＤＭ⁃Ａｄ。 如果期待得到全矩阵形式的距

离矩阵，则可以通过梯度下降和逐次映射的方法进

行求解，本文将此算法记为 ＰＧＤＭ⁃Ａｆ。 为了保证对

比性，在实验中本文将学习得到的距离矩阵和本文

算法一样应用于 ＦＣＭ 聚类算法中以评价。
３．３　 实验结果与分析

对于各个数据集，本文所提出算法与其他算法

在 ８ 个数据集上的实验结果对比如图 １ 所示，其中

每一个子图的纵坐标表示了各个算法在相同参数下

在该数据集上的聚类效果的评价指标均值，横坐标

上的柱形分为 ３ 组，每一组分别表示 Ｆ１、ｐｒｅｃｓｉｏｎ 和

ｒｅｃａｌｌ。 每个颜色代表一个算法，从左至右分别为

ＦＣＭ 算法［ １４ ］， Ｃ⁃Ｅｕｃ 算法［１２］， ＰＧＤＭ⁃Ａｄ 算法［３］，
ＰＧＤＭ⁃Ａｆ 算法［３］和 ＨＤＦＣＭ 算法，数据集名称标注

在图标题上。 表 ２ 展示了本文算法相对于传统

ＦＣＭ 算法聚类效果的提升率，提升率使用如下公式

计算得到：

提升率 ＝
ＨＤＦＣＭ＿Ｆ１ － ＦＣＭ＿Ｆ１

ＦＣＭ＿Ｆ１

× １００％

　 　 从图 １ 可以看出，本文提出的算法在大部分数

据集上获得了最好的表现。 相对于其他距离学习算

法而言，本文算法在 ｓｏｎａｒ 数据集和 ｃｍｃ 数据集中

虽未获得最好的表现，但是结合表 ２ 可以发现本文

算法的聚类效果相对于传统 ＦＣＭ 算法仍有一定的

提升。 由于本文使用的距离分量有限，因此对于不

同的数据集不一定能拟合出最适合于该数据集的距

离度量。 此外，从表 ２ 可以观察到，本文算法在

ｂｒｅａｓｔ 数据集和 ｗｉｎｅ 数据集上有相当卓越的表现。
结合图 １ 和表 １ 可以得出，本文算法不仅适用

于 ２ 类数据集，对于多类数据集也有较好的聚类效

果。 比如，２ 类数据集 ｂｒｅａｓｔ，３ 类数据集 ｗｉｎｅ，７ 类

数据集 ｓｅｇｍｅｎｔ 在聚类效果上均取得了 ３０％以上的

提升。
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图 １　 算法对比图

Ｆｉｇ．１　 Ｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ

表 ２　 本文算法相对于传统 ＦＣＭ 的提升率

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｕｐｇｒａｄｅ ｒａｔｅ ｏｆ ｏｕｒ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

数据集 ｂｒｅａｓｔ ｓｏｎａｒ ｗｄｂｃ ｈｅａｒｔ ｗｉｎｅ ｃｍｃ ｔｈｙｒｏｉｄ ｓｅｇｍｅｎｔ

提升率 ／ ％ ６０．１６ ５．６２ １０．９８ ２６．２８ ６４．２４ ５．３３ ２４．７１ ３１．２９

　 　
由于传统 ＦＣＭ 算法使用的是欧式距离，且其为

无监督聚类算法，因此在应用的过程中不一定适合

所有类型的数据集。 而 Ｃ⁃Ｅｕｃ 算法虽然引入了数据

集的边信息，但是其使用的距离度量仍然为欧氏距

离，因此在使用的时候也具有局限性。 ＰＧＤＭ 在引

入了边信息的基础上学习出了新的距离度量，但是

该距离函数仍是在马氏距离定义框架下的距离度

量，属于线性的距离学习方法。 本文提出的算法不

仅引入了数据集的边信息，而且组合了预设的多种

形式的距离度量，学习得到一个非线性的距离度量，
使其对于数据集有较好的适应性。 上述实验可以证

明本文算法的有效性。

４　 结束语

本文提出了一种基于线性组合的混合距离学习

算法。 该算法构建了一个由若干候选距离线性组合

而成的距离目标函数，利用数据集的边信息学习得

到各候选距离对应权值，从而得到新的距离函数。
本文将学习得到的距离函数应用于模糊 Ｃ 均值算法

中以构成一个半监督聚类算法。 通过使用 ＵＣＩ 真实

数据集将该半监督聚类算法的聚类效果与其他距离

学习算法进行对比，证明了本文算法的有效性。
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