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一种基于最大满矩阵生成概念格的算法

郭伦众，宋振明
（西南交通大学 数学学院，四川 成都 ６１００９７）

摘　 要：形式概念分析的核心是概念格，它在本质上描述了对象和属性之间的联系，表明了概念之间的泛化和

例化关系，因此概念格的构造就显得尤为的重要。 从形式背景的关系矩阵出发，扫描形式背景的行和列找出

属性值为 １ 的全部满矩阵，定义了最大满矩阵的概念，证明了最大满矩阵是概念矩阵的充要条件。 并在此理

论上提出了一种基于最大满矩阵生成概念格的算法，并对所提出的算法进行了理论论证。 通过实例的运算，
验证了该算法的有效性。
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　 　 ２０ 世纪 ８０ 年代初， 德国的 Ｗｉｌｌｅ 授提出了形

式概念分析理论［１］。 到目前， 概念格作为形式概念

分析的核心数据结构， 已经成为一种用于数据组织

和数据分析的形式化工具， 在数字图书馆及文献检

索、软件工程、数据挖掘等许多领域得到了广泛应

用［２］。 概念格的构造是应用概念格的前提，因此概

念格的构造效率就成为人们一直关注的焦点，提出

了许多的构造算法。 例如：Ｇｏｄｉｎ［３］提出了概念格的

渐进生成算法；Ｔ．Ｂ．Ｈｏ［４］ 提出了基于概念格的概念

聚类算法；刘宗田等［５］对 Ｇｏｄｉｎ 算法进行了改进；林
春杰等［６］提出了基于不完备信息的近似概念格改

进的概念格增量构造算法；李海霞［７］ 提出了基于概

念格 Ｈａｓｓｅ 图的一种对象渐减式构造算法；崔芳婷

等［８］根据用户的需求，把用户感兴趣的背景知识定

义为约束，提出一种基于约束的模糊概念格构造算



法；刘宏英等［９］ 基于对多维序列的理解，提出一种

新的多维概念格并给出了渐进式构造算法。 本文首

先将形式背景看成一个 ０、１ 的关系矩阵，然后将形

式背景化为既约的［１０］，最后提出了一种基于最大满

矩阵来获取概念格的算法。

１　 基本概念

下面给出形式背景的相关概念。
定义 １ ［１０］ 　 设 Ｕ 是对象集合， Ｍ 是属性的集

合， Ｉ 是 ２ 个集合 Ｕ 与 Ｍ 之间的关系，则称三元组

Ｋ ＝（Ｕ，Ｍ，Ｉ） 为一个形式背景（简称背景）。
对于 ｕ∈ Ｕ，ｍ∈Ｍ，（ｕ，ｍ） ∈ Ｉ （或写作 ｕＩｍ ）

表示对象 ｕ 具有属性 ｍ 。
定义 ２ ［１０］ 　 设 Ｋ ＝ （Ｕ，Ｍ，Ｉ） 是一个背景。 对

于 Ａ ⊆ Ｕ，Ｂ ⊆ Ｍ 。 令

ｆ Ａ( ) ＝ ｍ ∈ Ｍ ∀ｕ ∈ Ａ，ｕＩｍ{ }

ｇ Ｂ( ) ＝ ｕ ∈ Ｕ ∀ｍ ∈ Ｂ，ｕＩｍ{ }

如果 Ａ、Ｂ 满足 ｆ Ａ( ) ＝ Ｂ，ｇ Ｂ( ) ＝ Ａ， 则称二元组

Ａ，Ｂ( ) 是一个概念。 Ａ 是概念 Ａ，Ｂ( ) 的外延， Ｂ 是

概念 Ａ，Ｂ( ) 的内涵。
用 Ｌ Ｕ，Ｍ，Ｉ( ) 表示背景 Ｋ ＝ （Ｕ，Ｍ，Ｉ） 上的所有

概念集合。
形式背景 Ｋ１ 如表 １ 所示，其中对象集 Ｕ ＝

ｕ１，ｕ２，ｕ３，ｕ４{ } ，属性集 Ｍ ＝ ａ，ｂ，ｃ，ｄ，ｅ，ｆ，ｇ{ } ，１ 表

示所对应的对象和属性具有关系 Ｉ ，０ 表示所对应

的对象和属性不具有关系 Ｉ 。
表 １　 形式背景 Ｋ１

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｆｏｒｍａｌ ｃｏｎｔｅｘｔ Ｋ１

Ｕ ａ ｂ ｃ ｄ ｅ ｆ ｇ

ｕ１ １ ０ １ ０ ０ １ １

ｕ２ １ １ １ ０ １ １ １

ｕ３ ０ １ ０ ０ １ １ ０

ｕ４ ０ ０ １ １ １ １ １

　 　 实际上，该形式背景完全由矩阵

１ ０ １ ０ ０ １ １
１ １ １ ０ １ １ １
０ １ ０ ０ １ １ ０
０ ０ １ １ １ １ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

刻画，称此矩阵为形式背景矩阵。
可以验证这个背景的全部概念是：
（ ｕ１ｕ２ｕ３ｕ４， ｆ ）、（ ｕ１ｕ２， ａｃｆｇ ）、（ ｕ２ｕ３ｕ４， ｅｆ ）、

（ ｕ１ｕ２ｕ４， ｃｆｇ ）、（ ｕ２ｕ４， ｃｅｆｇ ）、（ ｕ２ｕ３， ｂｅｆ ）、（ ｕ２，
ａｂｃｅｆｇ ）、（ ｕ４， ｃｄｅｆｇ ）、（Φ， ａｂｃｄｅｆｇ ）。

设 Ｋ ＝ （Ｕ，Ｍ，Ｉ） 是 一 个 形 式 背 景， Ｈ１ ＝

Ａ１，Ｂ１( ) ，Ｈ２ ＝ Ａ２，Ｂ２( ) 是 Ｋ 的 ２ 个概念，在概念集

Ｌ Ｕ，Ｍ，Ｉ( ) 上定义关系：
Ｈ１ ≤ Ｈ２⇔Ａ１ ⊆ Ａ２（或 Ｂ２ ⊆ Ｂ１）

　 　 在概念集 Ｌ Ｕ，Ｍ，Ｉ( ) 上定义交并运算分别为

Ａ１，Ｂ１( ) ∧ Ａ２，Ｂ２( ) ＝ Ａ１ ∩ Ａ２，ｆ ｇ Ｂ１ ∪ Ｂ２( )( )( )

Ａ１，Ｂ１( ) ∨ Ａ２，Ｂ２( ) ＝ ｇ ｆ Ａ１ ∪ Ａ２( )( ) ，Ｂ１ ∩ Ｂ２( )

可以证明 Ｌ Ｕ，Ｍ，Ｉ( ) 对此运算构成完备格，称
Ｌ Ｕ，Ｍ，Ｉ( ) 为概念格。

为了让形式背景尽可能的简单，下面给出净化

背景的定义。
定义 ３［１０］ 　 如果任意满足 ｆ ｕ( ) ＝ ｆ ｈ( ) 的 ２ 个

元素 ｕ，ｈ ∈ Ｕ 都有 ｕ ＝ ｈ ，且对任意满足 ｇ ｍ( ) ＝
ｇ ｎ( ) 的元素 ｍ，ｎ ∈ Ｍ， 都有 ｍ ＝ ｎ ，则称背景

Ｕ，Ｍ，Ｉ( ) 是净化的。
例 １ 把表 １ 净化后，得到形式背景 Ｋ２，如表 ２。

表 ２　 形式背景 Ｋ２

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｆｏｒｍａｌ ｃｏｎｔｅｘｔ Ｋ２

Ｕ ａ ｂ ｃ，ｇ ｄ ｅ ｆ

ｕ１ １ ０ １ ０ ０ １

ｕ２ １ １ １ ０ １ １

ｕ３ ０ １ ０ ０ １ １

ｕ４ ０ ０ １ １ １ １

　 　 为了方便，给具有某种特点的对象或属性一个

统一的名称。
定义 ４ ［１０］ 　 当 ｍ ∉ Ｘ，但 ｇ ｍ( ) ＝ ｇ Ｘ( ) ， 称 ｍ

为 可 约 属 性， 称 ｍ 产 生 的 属 性 概 念

ｇ ｍ( ) ，ｆ ｇ ｍ( )( )( ) 为 ∧ 可约的属性概念。
对应地，当 ｕ ∉ Ｈ，但 ｆ ｕ( ) ＝ ｆ Ｈ( ) 时，称 ｕ 为可

约对象，称 ｕ 产生的对象概念 ｇ ｆ ｕ( )( ) ，ｆ ｕ( )( ) 为

∨ 可约的对象概念。
显然 ∧ 可约的属性与 ∨ 可约的对象是可以删

除的。 如果所有对象都具有某个属性 ｍ ，则称 ｍ 为

“满列属性”；对应地，如果有某个对象 ｕ 具有所有

属性，则称 ｕ 为“满行对象”。 由定义可得“满列属

性”与“满行对象”都是可约的。
如果一个净化背景的每个对象概念都是 ∨ 不

可约的，则称这个背景为行既约的。 如果一个净化

背景的每个属性概念都是 ∧ 不可约的，则称这个背

景为列既约的。 既是行既约的又是列既约的，则称

其是既约的。
例 ２　 把表 ２ 化成既约的，得形式背景 Ｋ３， 如

表 ３ 所示。
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表 ３　 形式背景 Ｋ３

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ ｆｏｒｍａｌ ｃｏｎｔｅｘｔ Ｋ３

Ｕ ａ ｂ ｃ，ｇ ｄ ｅ

ｕ１ １ ０ １ ０ ０

ｕ２ １ １ １ ０ １

ｕ３ ０ １ ０ ０ １

ｕ４ ０ ０ １ １ １

　 　 这里把属性 ｆ 删除，将属性 ｃ与 ｇ 合并成一个属

性也不会影响概念格的结构。
由于对具有相同内涵的对象和具有相同外延的

属性的各自合并所得的概念格与原概念格同构。 所

以在生成概念之前可以先把形式背景化为既约的，
这样就会使形式背景变得简单些。

２　 满矩阵与概念

定义 ５　 设 （ Ｕ，Ｍ，Ｉ ）为一形式背景，在其对应

的形式背景矩阵中，取出对象集 Ａ ⊆ Ｕ 对应的任意

行和属性集 Ｂ ⊆ Ｍ 对应的任意列组成新的矩阵

ＭＢ
Ａ， 则称 ＭＢ

Ａ 为形式背景矩阵的子矩阵。
若子矩阵 ＭＢ

Ａ 的每个元素都为 １，则称子矩阵

ＭＢ
Ａ 为满矩阵。

在满矩阵 ＭＢ
Ａ 中， 规定矩阵 ＭＢ

Ａ 的列数即

Ｂ 为矩阵的属性秩，记为 ｒ ＭＢ
Ａ( ) ＝ Ｂ ；矩阵 ＭＢ

Ａ

的行数即 Ａ 为矩阵的对象秩，记为 ｌ ＭＢ
Ａ( ) ＝ Ａ ，

其中 ｜· ｜表示集合中元素的个数。
定义 ６ 　 在形式背景矩阵中，对于对象集 Ａ ⊆

Ｕ， 如果属性集 Ｂ ⊆ Ｍ 有

ｒ ＭＹ
Ａ( ) ≤ ｒ ＭＢ

Ａ( ) ，∀Ｙ ⊆ Ｍ
成立，则称 ＭＢ

Ａ 为对象集 Ａ 对应的最大属性满矩阵。
对偶地，可以定义最大对象满矩阵：
在形式背景矩阵中，对于属性集 Ｂ ⊆ Ｍ ，如果

对象集 Ａ ⊆ Ｕ 有

ｌ ＭＢ
Ｘ( ) ≤ ｌ ＭＢ

Ａ( ) ，∀Ｘ ⊆ Ｕ
成立，则称 ＭＢ

Ａ 为属性集 Ｂ 对应的最大对象满矩阵。
说明：给定对象集，则其对应的最大属性满矩阵

是唯一的；给定属性集，则其对应的最大对象满矩阵

是唯一的。
性质 １ 　 设（ Ｕ，Ｍ，Ｉ ）为一形式背景，对任意的

对象集 Ａ１ ⊆ Ａ２ ⊆ Ｕ ，有
ｒ ＭＢ２

Ａ２
( ) ≤ ｒ ＭＢ１

Ａ１
( )

成立， ＭＢ１
Ａ１、Ｍ

Ｂ２
Ａ２ 分别为 Ａ１、Ａ２ 的最大属性满矩阵。

说明：该性质的依据就是对象集越大，则其具有

的共同属性不会多于其子集所具有的共同属性。 所

以对象集 Ａ２ 具有的共同属性应该小于或等于其子

集 Ａ１ 具有的共同的属性。
性质 ２　 设（ Ｕ，Ｍ，Ｉ ）为一形式背景，对任意的

属性集 Ｂ１ ⊆ Ｂ２ ⊆ Ｍ， 有

ｌ ＭＢ２
Ａ２

( ) ≤ ｌ ＭＢ１
Ａ１

( )

成立， ＭＢ１
Ａ１，Ｍ

Ｂ２
Ａ２ 分别为 Ｂ１、Ｂ２ 的最大对象满矩阵。

说明：该性质的依据就是具有的共同属性越多，则
其对象集的个数不会增多。 所以具有属性集 Ｂ２ 的对

象个数应该小于或等于具有属性集 Ｂ１ 的对象个数。
定义 ７　 若 Ａ，Ｂ( ) 为形式概念，则称由对象集

Ａ 所在的行和属性集 Ｂ 所在的列组成的矩阵 ＭＢ
Ａ 为

概念矩阵。
定理 １ 　 概念矩阵一定是最大属性满矩阵和最

大对象满矩阵。
证明：由定义 ５ ～ ７ 可直接得到结论。 反之，定

理 １ 不一定成立，即最大属性满矩阵，最大对象满矩

阵不一定是概念矩阵。 如在例 １ 中，对象 ｕ１ 与属性

ａｃｆｇ 组成的子矩阵为最大属性满矩阵，但由概念的

定义知 ｕ１，ａｃｆｇ( ) 不是形式概念，又对象 ｕ１ｕ２ 和属

性 ａ 组成的子矩阵为最大对象满矩阵，但由概念的

定义知 ｕ１ｕ２，ａ( ) 不是形式概念，即可得出定理 １ 的

逆不成立。
下面给出满矩阵是概念矩阵的一个充分条件：
定理 ２　 若满矩阵 ＭＢ

Ａ ，既是对象集 Ａ 的最大

属性满矩阵，且是属性集 Ｂ 的最大对象满矩阵，则
满矩阵 ＭＢ

Ａ 是概念矩阵。
证明　 反证，假设满矩阵 ＭＢ

Ａ 不是概念矩阵，说
明 Ａ，Ｂ( ) 不是概念即 ｆ Ａ( ) ≠ Ｂ 或 ｇ Ｂ( ) ≠ Ａ 成立。
若 ｆ Ａ( ) ≠ Ｂ ，则存在对象集 Ａ′ ⊇ Ａ， 使 ｆ Ａ′( ) ＝ Ｂ 成

立，也就是说属性集 Ｂ 有更大的对象满矩阵，与满

矩阵 ＭＢ
Ａ 是属性集 Ｂ 的最大对象满矩阵矛盾；同理

可证，若 ｇ Ｂ( ) ≠ Ａ ，则存在属性集 Ｂ′ ⊇ Ｂ， 使

ｇ Ｂ′( ) ＝ Ａ 成立，也就是说对象集 Ａ 有更大的属性满

矩阵，与满矩阵 ＭＢ
Ａ 是对象集 Ａ 的最大属性满矩阵

矛盾，即假设不成立，得证。
为了找出形式背景中所有的概念，根据定理 １，

可以先找出它的所有最大属性满矩阵或最大对象满

矩阵，进而根据定理 ２ 判断那些满矩阵为概念矩阵，
最后得到所有的概念。

３　 方法

设 Ｕ，Ｍ，Ｉ( ) 是一形式背景，显然，它可以看作
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是一个由 ０、１ 表示的矩阵。 利用矩阵获得概念的生

成算法：
１）将形式背景化为既约背景。 首先净化背景，

及合并具有相同内涵的对象和具有相同外延的属

性，然后删除其内涵等于其他对象内涵交的那些对

象，对应地删除其外延等于其他属性外延的交的那

些属性，得到的就是既约背景。
２）根据定理 １，先找出各形式背景矩阵对应

的非零矩阵的最大属性满矩阵或最大对象满矩

阵，然后根据定理 ２ 判断那些满矩阵是概念矩

阵，最后，在概念矩阵中加上矩阵 ＭΦ
Ｇ 与 ＭＭ

Φ 即为

所有的概念矩阵。
下面用具体例子说明该算法的过程。
例 ３ 　 表 ３ 是 表 １ 给 出 的 形 式 背 景

Ｕ，Ｍ，Ｉ( ) 的既约背景，它可以表示为一个 ０，１ 的关

系矩阵，如下所示，现在用给出的概念格生成算法来

找出它的概念格：
１ ０ １ ０ ０
１ １ １ ０ １
０ １ ０ ０ １
０ ０ １ １ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

通过上面的矩阵可以计算表 ３ 的概念层次如下：
１）形式背景矩阵对应的非零矩阵的最大属性

满矩阵有：
Ｍａｃ

ｕ１，Ｍ
ａｂｃｅ
ｕ２ ，Ｍｂｅ

ｕ３，Ｍ
ｃｄｅ
ｕ４ ，Ｍ

ａｃ
ｕ１ｕ２，

Ｍｂｅ
ｕ２ｕ３，Ｍ

ｃｅ
ｕ２ｕ４，Ｍ

ｅ
ｕ３ｕ４，Ｍ

ｃ
ｕ１ｕ２ｕ４，Ｍ

ｅ
ｕ２ｕ３ｕ４

　 　 这里， ａｃ 代表集合 ａ，ｃ{ } ，余同。
２）由定理 ２ 得出概念矩阵有：

Ｍａｂｃｅ
ｕ２ ，Ｍｃｄｅ

ｕ４ ，Ｍ
ａｃ
ｕ１ｕ２，Ｍ

ｂｅ
ｕ２ｕ３，Ｍ

ｃｅ
ｕ２ｕ４，

Ｍｃ
ｕ１ｕ２ｕ４，Ｍ

ｅ
ｕ２ｕ３ｕ４，Ｍ

φ
ｕ１ｕ２ｕ３ｕ４，Ｍ

ａｂｃｄｅ
φ

　 　 最后，得到概念所有的概念：
ｕ２ａｂｃｅ( ) ， ｕ４，ｃｄｅ( ) ， ｕ１ｕ２，ａｃ( ) ， ｕ２ｕ３，ｂｅ( ) ，

ｕ２ｕ４，ｃｅ( ) ｕ１ｕ２ｕ４，ｃ( ) ， ｕ２ｕ３ｕ４，ｅ( ) ，
ｕ１ｕ２ｕ３ｕ４，Φ( ) ， Φ，ａｂｃｄｅ( )

　 　 另外，可以先找出所有的最大对象满矩阵，再根

据定理 ２ 得到概念矩阵，进而得到所有的概念。
为了进一步说明该算法的有效性，给出实例：
例 ４ １１[ ] 　 软件的结构设计主要是针对软件的

数据结构模式，在需求分析的基础上，通过合理化组

织，加以分析设计，从而得出设计的方法。 下面假设

一个系统，这个系统包括 ６ 个过程（分别假设为 Ｐ１，
Ｐ２，Ｐ３，Ｐ４，Ｐ５，Ｐ６）以及一个包含 ９ 个字段的记录。

利用相关的分析器可以分析出每个项目在每一个过

程中的使用情况（“１”表示使用），如表 ５ 所示。 用

上面算法构造出对应的概念。
　 　 根据上文给出的定义，删除可约对象 β ，合并

相同对象后，可以写出表 ４ 对应的既约背景如表 ５。
表 ４　 ９ 个项目与 ６ 个特征的对应关系

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｎｉｎｅ ｐｒｏｊｅｃｔｓ ａｎｄ ｓｉｘ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ

参数 Ｐ１ Ｐ２ Ｐ３ Ｐ４ Ｐ５ Ｐ６

ＮＡＭＥ： α １ ０ ０ ０ ０ １

ＴＩＴＬＥ： β １ ０ ０ ０ ０ ０

ＩＮＴＴＩＡＬ： γ １ ０ ０ ０ １ ０

ＰＲＥＦＩＸ： δ １ ０ ０ ０ １ ０

ＮＵＭＢＥＲ： ε ０ ０ ０ １ ０ １

ＮＵＭＢＥＲ⁃ＥＸＴ： ζ ０ ０ ０ １ ０ １

ＺＩＰＣＤ： θ ０ ０ ０ １ ０ １

ＳＩＲＥＦＴ： ι ０ ０ １ １ ０ ０

ＣＩＴＹ： κ ０ １ ０ １ ０ ０

表 ５　 既约背景

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｒｅｄｕｃｉｂｌｅ ｆｏｒｍａｌ ｃｏｎｔｅｘｔ

参数 Ｐ１ Ｐ２ Ｐ３ Ｐ４ Ｐ５ Ｐ６

ＮＡＭＥ：α １ ０ ０ ０ ０ １

ＩＮＴＴＩＡＬ： γ 　 　 　 　 　 　

ＰＲＥＦＩＸ： δ １ ０ ０ ０ １ ０

ＮＵＭＢＥＲ： ε 　 　 　 　 　 　

ＮＵＭＢＥＲ⁃ＥＸＴ： ζ ０ ０ ０ １ ０ １

ＺＩＰＣＤ： θ 　 　 　 　 　　

ＳＩＲＥＦＴ：ι ０ ０ １ １ ０ ０

ＣＩＴＹ： κ ０ １ ０ １ ０ ０

　 　 下面写出它既约背景对应的关系矩阵：
１ ０ ０ ０ ０ １
１ ０ ０ ０ １ ０
０ ０ ０ １ ０ １
０ ０ １ １ ０ ０
０ １ ０ １ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

通过上面的矩阵可以计算表 ５ 的概念层次如下：
１）形式背景矩阵对应的非零矩阵的最大属性

满矩阵有：
ＭＰ１Ｐ６

α ，ＭＰ１Ｐ５
γ ，ＭＰ４Ｐ６

ε ，ＭＰ３Ｐ４
ι ，ＭＰ２Ｐ４

κ ，ＭＰ１
αγ，

ＭＰ６
αε，ＭＰ４

ει ，ＭＰ４
εκ，ＭＰ４

ικ ，ＭＰ４
εικ

　 　 ２）由定理 ２ 得出概念矩阵有：
ＭＰ１Ｐ６

α ，ＭＰ１Ｐ５
γ ，ＭＰ４Ｐ６

ε ，ＭＰ３Ｐ４
ι ，ＭＰ２Ｐ４

κ ，
ＭＰ１

αγ，ＭＰ６
αε，ＭＰ４

εικ，ＭＰ１Ｐ２Ｐ３Ｐ４Ｐ５Ｐ６
Φ ，ＭΦ

αγεικ
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　 　 ３）最后，得到概念所有的概念：
α，Ｐ１Ｐ６( ) ， γ，Ｐ１Ｐ５( ) ， ε，Ｐ４Ｐ６( ) ， ι，Ｐ３Ｐ４( ) ，
κ，Ｐ２Ｐ４( ) ， αγ，Ｐ１( ) ， αε，Ｐ６( ) ， εικ，Ｐ４( ) ，

Φ，Ｐ１Ｐ２Ｐ３Ｐ４Ｐ５Ｐ６( ) ， αγεικ，Φ( )

５　 结束语

目前，已有不少概念格的建格算法，本文从矩阵

的角度出发，利用矩阵与概念之间的联系，定义了一

种新的基于概念的矩阵———最大满矩阵，找出了最

大满矩阵与概念之间的联系，进而得出了一种基于

矩阵的概念格生成算法，具体例子说明该算法是有

效的。
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