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复杂网络在路形拓扑结构下可控的充要条件

晁永翠，纪志坚，王耀威，董洁
青岛大学 自动化工程学院，山东 青岛 ２６６０７１

摘　 要：分析了在路形拓扑结构下复杂网络的可控性问题。 把系统的邻接矩阵进行适当分解，找到邻接矩阵的各子

矩阵之间在特征值和特征向量上的关系，进而基于 ＰＢＨ（Ｐｏｐｏｖ⁃Ｂｅｌｅｖｉｔｃｈ⁃Ｈａｕｔｕｓ）判据，得到了复杂网络在路形拓扑

结构下系统可控的充要条件。 特别地，当控制节点为任意的某一个或多个节点时，给出了路图可控的判别方法。 此

外，文中提出了不可控特征值的概念，并给出了相应特征值的具体表达形式。 文中 ２ 个主要定理通过算例进行验证，
算例结果与定理结论一致。
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　 　 控制科学的发展表明，可控性概念是对系统进

行分析与综合的基础，是系统的重

通信作者：纪志坚． Ｅ⁃ｍａｉｌ：ｊｉｚｈｉｊｉａｎ＠ ｐｋｕ．ｏｒｇ．ｃｎ．

要结构性质。 ２０
世纪 ６０ 年代，卡尔曼（Ｒ．Ｅ．Ｋａｌｍａｎ） ［１］ 首先提出状

态可控性的概念。 其后的研究表明，可控性的概念

是判别被控系统是否可控的重要途径。 近年来，网
络系统的可控性研究成为当前的一个热点研究领

域，该问题的研究受到了国内外科研工作者的广泛

关注［２–６］。
本文致力于研究复杂网络系统的能控性，该研

究可促进包括系统的镇定控制［７⁃８］、编队控制［９⁃１０］、
入侵检测［１１⁃１２］ 和分布式估计［１３⁃１６］ 等诸多问题的理

解。 和传统控制不同，网络系统是建立在个体间信

．



息的传递之上的。 自然地，信息关系图的拓扑结构

在系统行为的动态演化中起到了关键性作用，不同

拓扑结构下的系统性能可能截然不同。 因此，许多

科研工作者尝试探讨与能控性相关的图论刻画。 例

如，系统能控的图论特征，这些特征使得直接从图的

拓扑结构出发判断系统的能控性成为可能；再如，能
控性中领航者的选取问题，如何确定领航者的位置

和数量使得系统能控，这也是网络系统能控性中的

典型问题。
复杂网络的研究已渗透到数理学科、生命学科

和工程学科等众多不同的领域，对复杂网络可控性

的研究具有挑战性［１７⁃１８］。 即便是最简单的路形拓

扑结构，和其可控性相关的研究也不简单［１９］。 文献

［１９］研究的是基于 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩阵的路图的能控性，
与该问题相关的研究成果在文献［４， ６， ２０］中也报

道过。 此外，还有基于邻接矩阵的网络系统可控性

问题［１７⁃１８］，本文即是研究基于邻接矩阵的路图拓扑

的可控性。
本文研究的是控制节点的选取，这不同于文献

［１７－１８］中驱动节点个数的选取问题。 在基于邻接

矩阵的可控性问题研究，文献［１７］中表述，网络中节

点的度的大小影响驱动节点个数的选取，在选取驱动

节点时，选取度数小的驱动节点更有利于系统可控性

的实现。 但针对更复杂的拓扑结构，控制节点的选取

比驱动节点的选取更为复杂，相应的结果也更少。 文

献［１８］提出了对于特定的链接与加权网络，使系统可

控的最少数目控制节点的判别方法。 然而，以上两篇

文章都没有给出针对网络拓扑图中，通过控制某一个

或几个节点，来具体判断系统是否可控的方法。 该问

题涉及到控制节点的选取，这通常是更为复杂的研究

方面，也是本文着力解决的内容。
本文将针对路形拓扑结构，对每个节点展开分

析，通过建立充要条件，来判断相应系统的可控性。
更具体地，通过对路图的邻接矩阵及其子矩阵进行分

析，发现其特征值之间的相互关系，从而得到路图可

控性的充分必要条件，该结果的一个显著特征是建立

了所提出的代数条件与拓扑图中每个节点的联系。

１　 预备知识

文中ℕ 为自然数集，ｅｒ 为第 ｒ 个元素为 １，其他

元素 均 为 ０ 的 列 向 量， ｒ ∈ ℕ ， 例 如 ｅ１ ＝
［１ ０ … ０］ Ｔ。 记 Ｇ ｂ１，ｂ２，…，ｂｄ( ) 为 ｄ 个自然数 ｂ１，
ｂ２，…，ｂｄ 的最大公约数， ｄ ∈ℕ 。 Ｇ ｂ１，ｂ２，…，ｂｄ( ) ＞
１ 表示 ｂ１，ｂ２，…，ｂｄ 有除了 １ 之外的其他公约数。
Ｒｎ 表示 ｎ 维实向量空间，Ｒｍ×ｎ表示实 ｍ × ｎ 矩阵的

集合。 对于一个有 ｎ 个节点的无向图 Ｇ ，所有的节

点被标记为 １，２，…，ｎ 。 顶点集和边集分别记为

Ｖ ＝ １，２，…，ｎ{ } 与 ε ＝ ｉ，ｊ( ) ∈ Ｖ × Ｖ{ } ， ｉ 和 ｊ 邻
接。 图 Ｇ 是由顶点集 Ｖ 和边集 ε 构成的二元组，记
为 Ｇ ＝ Ｖ，ε( ) 。 与顶点 ｖ 相关联的边的总数称为顶

点 ｖ 的度。 一个有 ｎ 个节点的图 Ｇ ，若其顶点可以

标号成（或重新标号成） １，２，…，ｎ， 使得它的边集

是 ε ＝ １，２( ) ， ２，３( ) ，…， ｎ － １，ｎ( ){ } ，则称图 Ｇ
为路图［２１］。 由此可知，除了第一个节点 １ 与最后一

个节点 ｎ 的度为 １ 之外，其他所有节点的度都为 ２。
节点 １ 与节点 ｎ 称为外节点，其他的节点称为内节

点。 设图 Ｇ 的邻接矩阵 Ａ＝ ａｉｊ( ) ｎ×ｎ，则 ａｉｊ 定义为

ａｉｊ ＝
１， ｉ，ｊ( ) ∈ ε 或 ｊ，ｉ( ) ∈ ε
０，其他 ε{

　 　 在已有文献中，通常把由外部输入控制的节点

称 为 控 制 节 点， 由 Ｉｃ ＝ ｉ１，ｉ２，…，ｉｍ{ } ⊂
１，２，…，ｎ{ } 表示被控的节点集。 考虑如下一个有

ｎ 个节点的线性系统：

ｘ
· ＝ Ａｘ ＋ Ｂｕ （１）

式中：ｘ＝ ｘ１ ｘ２…ｘｎ[ ] Ｔ 表示系统的状态，Ａ∈Ｒｎ×ｎ是

系统的邻接矩阵，Ｂ∈Ｒｎ×ｍ是控制矩阵，ｕ∈Ｒｍ×ｎ是输

入矩阵。 由于讨论的是无向图，所以 Ａ 是对称矩

阵。 对任一给定的初始状态，如果存在一个控制输

入 ｕ ，使式（１）能在有限时间间隔内，从初始状态转

移到任意指定的终端状态，则称该系统是可控的。
目前，有许多判别线性系统可控的方法，例如 Ｇｒａｍ
矩阵判据、ＰＢＨ 判据［２２］、秩判据等。 本文从 ＰＢＨ 判

据出发，分析系统的可控性，进而得到系统可控的充

要条件。
引理 １　 系统（１）可控的充要条件是不存在非

零的向量 ｖ 满足以下等式：
Ａｖ ＝ λｖ
ＢＴｖ ＝ ０{

　 　 若存在向量 ｖ 使得上面的等式成立，则称相应

的 λ 是系统不可控的特征值。
证明　 根据 ＰＢＨ 判据并结合 Ａ 的对称性即知

结论成立。

２　 主要结论

本节将首先对邻接矩阵进行分解，基于此给出

子矩阵特征值的表达形式，然后，通过所提出的矩阵

特征值之间的关系，得出相应的引理与定理。
２．１　 邻接矩阵的分解

Ｂ 矩阵的具体表达与一系列的控制节点相对

应，如果 Ｉｃ ＝ ｉ１，ｉ２，…，ｉｍ{ } ，则 Ｂ ＝ ｅｉ１ ｅｉ２… ｅｉｍ
[ ] 。
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由引理 １ 可知，路图不可控意味着存在非零向量 ｖ
满足 Ａｖ＝λｖ，且 ＢＴｖ＝ ０。 矩阵 Ｍν 定义如下：

Ｍν ＝

０ １
１ ０ １

⋱ ⋱ ⋱
１ ０ １

１ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

式中 ν 是矩阵的维数。
因为 Ｂ ＝ ｅｉ１ ｅｉ２… ｅｉｍ

[ ] ，由 ＢＴｖ ＝ ０ 可得向量 ｖ
的第 ｉｃ 个向量元素为零，即 （ｖ） ｉｃ

＝ ０， ｉｃ ∈ Ｉｃ 。 因

此，在 Ａｖ＝λｖ 中，Ａ 可分解为

Ｍｉ１－１

０
︙
０
１

… ０

０ … ０ １ ０ １ ０ … ０ ０

０ … ０

１
０
︙
０

Ｍｉ２－１

︙ ︙ ︙ ⋱ ︙
０ … ０ ０ ０ … ０ Ｍｎ－ｉｍ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

向量 ｖ 可分解为

ｖ ＝

ｖ１( ) １

︙
ｖ１( ) ｉ１－１

０
ｖ２( ) １

︙
ｖ２( ) ｉ２－ｉ１－１

︙
ｖｍ＋１( ) ｎ－ｉｍ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

由 Ａｖ＝λｖ 可得

Ｍｉ１－１·ｖ１ ＝ λｖ１

ｖ１( ) ｉ１－１
＋ ｖ２( ) １ ＝ ０

Ｍｉ２－ｉ１－１·ｖ２ ＝ λｖ２
︙

ｖｍ( ) ｉｍ－ｉｍ－１－１
＋ ｖｍ＋１( ) １ ＝ ０

Ｍｎ－ｉｍ·ｖｍ＋１ ＝ λｖｍ＋１

式中：ｖσ 是向量 ｖ 的第 σ 个分块向量， σ ∈ℕ 。
引理 ２　 矩阵 Ａ 与矩阵 Ｍν 的特征向量的第一

个元素与最后一个元素都不为 ０。
证明　 设 λ 为 Ａ 的一个特征值，对应的特征向

量为 ξ＝ ξ１ ξ２… ξｎ[ ] Ｔ，由 Ａξ＝λξ 可得

λξ１ － ξ２ ＝ ０
－ ξｌ －１ ＋ λξｌ － ξｌ ＋１ ＝ ０，　 　 　 ２ ≤ ｌ ≤ ｎ － １

－ ξｎ－１ ＋ λξｎ ＝ ０
当 ξ１ ＝ ０ 时， ξ２ ＝ ξ３ ＝ … ＝ ξｎ ＝ ０，即 ξ 为零向量，这
与 ξ 是特征向量矛盾。 同理可证 ξｎ≠０。 矩阵 Ｍν

的情况同样证明。
引理 ３　 对于矩阵 Ｍν，有
１）矩阵 Ｍν 的特征值的形式为

λ ＝ ２ｃｏｓ ｑπ
ν ＋ １

，ｑ ＝ １，２，…，ν

　 　 ２）矩阵 Ｍν 的特征值必是矩阵 Ｍαν＋α－１的特征

值，其中 α∈ℕ 。
证明　 １）可由文献［１８］附加材料中关于路图

的例子得到。 ２）可由矩阵 Ｍν 特征值的表达形式

得到。
２．２　 路图的可控性

将引理 １ 与引理 ２ 结合可知，路图的每一个外

节点为控制节点时，路图是可控的［２３］。 然而，当控

制节点为路图的内节点时，其能控性如何，是更值得

探讨的问题，这也是本节欲解决的问题。 首先给出

以下两个引理，其中，第一个引理是关于单个控制节

点的情况。
引理 ４　 对控制节点为 ｒ ∈ ２，３，…，ｎ － １{ } 的

长度为 ｎ 的路图，当且仅当矩阵 Ｍｒ－１与 Ｍｎ－ｒ没有相

同的特征值时，路图是可控的。 此外，矩阵 Ｍｒ－１ 与

Ｍｎ－ｒ相同的特征值为矩阵 Ａ 在控制节点为 ｒ 时，系
统不可控的特征值。

证明　 为了简便，证其逆否命题。 由 ＰＢＨ 判

据，当且仅当

Ａｖ ＝ λｖ （２）
且 ｅＴ

ｒ ｖ＝ ０ 时，路图是不可控的。 由 ｅＴ
ｒ ｖ＝ ０ 得

ｖ ＝ ［ｖＴ
１ 　 ０　 ｖＴ

２］ Ｔ

式中：ｖ１∈Ｒｒ－１，ｖ２∈Ｒｎ－ｒ。 代入式（２）得
Ｍｒ－１ｖ１ ＝ λｖ１

ｖ１( ) ｒ－１ ＋ ｖ２( ) １ ＝ ０
Ｍｎ－ｒｖ２ ＝ λｖ２ （３）

所以，系统不能控当且仅当不存在 Ａ 的一个特征向

量 ｖ 使得式（３）成立。
充分性　 若 λ０ 为 Ｍｒ－１与 Ｍｎ－ｒ的共同特征值，且

对应的特征向量分别为 ｖ１０与 ｖ２０。 令

ｖ ＝ ［ｖＴ
１０ 　 ０　 ρｖＴ

２０］ Ｔ

式中：ρ∈Ｒ， ｖ１０( ) ｒ－１＋ ρｖ２０( ) １ ＝ ０，则可验证 ｖ 满足式

（３），其中 λ ＝ λ０。 所以系统不能控。
必要性　 假设系统不能控，则由式（３）且 ｖ１≠

０，ｖ２≠０ 得， λ 为矩阵 Ｍｒ－１与 Ｍｎ－ｒ的共同特征值。
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此外，假设 λ１ 是 Ｍｒ－１与 Ｍｎ－ｒ共同的特征值，则
存在一个如上的非零向量 ｖ＝［ｖＴ

１０ ０ ρｖＴ
２０］ Ｔ 满足Ａｖ＝

λｖ，ｅＴ
ｒ ｖ＝ ０。 因此 λ１ 是系统不可控的特征值。
引理 ４ 回答了控制节点为一个时，路图可控的

充要条件，以下这个引理则给出了受控节点为多个

时，路图可控的充要条件。
引 理 ５ 　 控 制 节 点 Ｉｃ ＝ ｉ１，ｉ２，…，ｉｍ{ } ⊂

１，２，…，ｎ{ }长度为 ｎ 的路图，当且仅当矩阵 Ｍｉ１－１，
Ｍｉ２－ｉ１－１，…，Ｍｎ－ｉｍ没有相同的特征值时，路图是可控

的。 此外，矩阵共同的特征值为邻接矩阵 Ａ 在控制

节点为 Ｉｃ 时，系统不可控的特征值。
引理 ５ 的证明与引理 ４ 类似，此处不再赘述。
为了更清晰地表达以上关于可控性的条件，下

面利用特征值的特殊形式与最大公约数理论，进一

步给出路图可控的充分必要条件。
定理 １　 对于一个长度为 ｎ 的路图，有以下

陈述：
１）当控制节点为 ｒ ∈ ２，３，…，ｎ － １{ } 时，路图

可控的充分必要条件为

Ｇ ｒ，ｎ － ｒ ＋ １( ) ＝ １
　 　 ２ ） 当 控 制 节 点 集 Ｉｃ ＝ ｉ１，ｉ２，…，ｉｍ{ } ⊂
１，２，…，ｎ{ } 时，路图可控的充分必要条件为

Ｇ ｉ１，ｉ２ － ｉ１，…，ｉｍ － ｉｍ－１，ｎ － ｉｍ ＋ １( ) ＝ １
　 　 证明

充分性　 证其逆否命题，由引理 ４ 可知，当矩

阵 Ｍｒ－１与 Ｍｎ－ｒ 有相同的特征值时，路图不完全可

控。 结合引理 ３ 可得

２ｃｏｓ
ｑ１π

ｒ － １( ) ＋ １
＝ ２ｃｏｓ

ｑ２π
ｎ － ｒ( ) ＋ １

（４）

式 中： ｑ１ ∈ １，２，…， ｒ － １( ){ } ， ｑ２ ∈
１，２，…， ｎ － ｒ( ){ } 。 由于 ｑ１ 与 ｑ２ 取自这 ２ 个特定

集合，式（４）等式两边余弦内的数值都小于 π，得
ｑ１π

ｒ － １( ) ＋ １
＝

ｑ２π
ｎ － ｒ( ) ＋ １

化简为

ｑ１

ｒ
＝

ｑ２

ｎ － ｒ ＋ １
（５）

又由于 ｑ１ 与 ｑ２ 的取值限制，使得式（５）成立的条件

是整数 ｒ 与 ｎ － ｒ ＋ １ 不互质，即
Ｇ ｒ，ｎ － ｒ ＋ １( ) ＞ １

　 　 必要性　 证其逆否命题，当 Ｇ ｒ，ｎ － ｒ ＋ １( ) ＞
１ 时，则存在正整数 ｃ ， ｔ１， ｔ２，使得 ｃｔ１ ＝ ｒ ， ｃｔ２ ＝ ｎ －
ｒ ＋ １，其中 ｔ１ ＜ ｒ ， ｔ２ ＜ ｎ － ｒ ＋ １。 又有 ｑ１ ∈
１，２，…， ｒ － １( ){ } ， ｑ２ ∈ １，２，…， ｎ － ｒ( ){ } ，则当

ｑ１ ＝ ｔ１， ｑ２ ＝ ｔ２ 时，等式
ｑ１

ｃｔ１
＝
ｑ２

ｃｔ２
成立，即为式（５）的形

式，则式（４）成立。 即矩阵 Ｍｒ－１与 Ｍｎ－ｒ有相同的特

征值。 所以路图是不可控的。
对陈述 ２），证其逆否命题。 引理 ５ 与引理 ３ 结

合，取子矩阵的特征值。 接下来的证明与陈述 １）中
的相似。 最后即可得到陈述 ２）中的结论。

由定理 １ 中陈述 １）同样也可得到当控制节点

为外节点时路图是可控的这一结论。 具体如下：控
制节点 ｒ ＝ １ 或 ｎ 时，根据陈述 １）可得 Ｇ １，ｎ( ) ＝ １ 或

Ｇ ｎ，１( ) ＝ １，因为 １ 与任何数都互质，可得当控制节

点为外节点时路图是可控的。 当控制节点 ｒ ＝ ２ 或

ｎ －２ 时，由陈述 １）可知，需判断 ２ 与 ｎ － １ 是否互

质。 当 ｎ － １ 奇数，即 ｎ 为偶数时，２ 与 ｎ － １ 互质，
路图可控；反之，路图不可控。 可表述为以下推论。

推论 １　 对于一个长度为 ｎ 的路图，当控制节

点 ｒ 为外节点的邻接点时，若 ｎ 为偶数时，则路图是

可控的；若 ｎ 为奇数时，则路图不可控。
由定理 １ 中陈述 １）还可推出一些简便的判别

路图可控性的方法。 例如，当控制节点 ｒ ＝ ｎ ／ ２（ ｒ ＝
（ｎ ＋ ２） ／ ２）且 ｎ 为偶数时，路图是可控的。 这是因

为当 ｒ ＝ ｎ ／ ２， ｎ － ｒ ＋ １ ＝ ｎ ／ ２ ＋ １（ ｒ ＝ （ｎ ＋ ２） ／ ２，
ｎ － ｒ ＋ １ ＝ ｎ ／ ２），整数 ｒ 与 ｎ － ｒ ＋ １ 为相邻的 ２ 个

数。 我们知道，相邻的 ２ 个数肯定是互质的，所以路

图是可控的。 当 ｎ 为奇数且 ｒ 为偶数时，路图不可

控。 因为当 ｎ 为奇数 ｒ 为偶数时， ｎ － ｒ ＋ １ 为偶数，
即 Ｇ ｒ，ｎ － ｒ ＋ １( ) ＞ １，路图不可控。

定理 ２　 对于一个长度为 ｎ 的路图，若 ｎ 可分

解为 ｎ ＝ ｍｐ ＋ ｍ ＋ ｐ ，其中 ｍ，ｐ ∈ℕ ，则当控制节点

集为 Ｉｐｍｃ ＝ κ ｐ ＋ １( ){ } κ∈ １，…，ｍ{ } 时，路图是不可控

的，其中 κ ∈ １，２，…，ｍ{ } 。 此外，假设 κ 的取值从

小到大依次为 ｂ１，ｂ２，…，ｂｓ ｓ ≤ ｍ( ) ，则系统有以下

不可控的特征值

λ ＝ ２ｃｏｓ ｑπ
β ｐ ＋ １( )

，ｑ ∈ １，２，…，βｐ ＋ β － １{ }

（６）
式中： β ＝ ｍｉｎ ｂ１，ｂｋ － ｂｋ－１，ｍ － ｂｓ ＋ １{ } ， ｋ ∈
２，３，…，ｓ{ } 。

证明　 当 ｎ ＝ ｍｐ ＋ ｍ ＋ ｐ时，控制节点集为 Ｉｐｍｃ ＝
κ ｐ ＋ １( ){ } κ∈ １，２，…，ｍ{ } ，即为定理 １ 陈述 ２）中所有

不可控的控制节点的集合。 当整数 ｐ 的取值不同

时，即可得到不同的不可控的控制节点集。 当 β ＝
ｍｉｎ ｂ１，ｂｋ － ｂｋ－１，ｍ － ｂｓ ＋ １{ } ， ｋ ∈ ２，３，…，ｓ{ } ，
邻接矩阵 Ａ 被分解为 ２ 种形式的子矩阵， 即

Ｍβ ｐ＋１( ) －１与 Ｍ β＋μ( ) ｐ＋１( ) －１ μ∈ℕ( ) 。 子矩阵的共同
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特征值即为最小的子矩阵 Ｍβ ｐ＋１( ) －１特征值的部分

或全部。 即为式（６）表达的形式。 若存在一个正整

数 ｙ 使 μ ＝ ｙβ ，则不可控的特征值为最小的子矩阵

Ｍβ ｐ＋１( ) －１的全部特征值，即

λ ＝ ２ｃｏｓ ｑπ
β ｐ ＋ １( )

，ｑ ＝ １，２，…，βｐ ＋ β － １{ }

　 　 为了更清晰地理解定理 ２，以下给出一个较为

直观的解释。 当 ｐ与ｍ 固定时，对控制节点集 Ｉｐｍｃ 中

的节点给与相同的标记。 把全部的节点用 ｍ 个控

制节点分为 ｍ ＋ １ 份，每份的节点数为 ｐ 个（除控制

节点外）。 但事实上，在选取控制节点时未必选择

集合 Ｉｐｍｃ 内的所有的节点为控制节点，所以有定理 ２
中所述，不可控的特征值为邻接矩阵 Ａ 中被分解的

最小的子矩阵 Ｍβ ｐ＋１( ) －１的特征值的部分或全部。
２．３　 实例分析

以下给出 ２ 个例子。 ｎ ＝ １１ 与 ｎ ＝ １４ 的路图，分
别如图 １ 中与图 ２ 所示。

图 １　 ｎ ＝ １１ 的路图

Ｆｉｇ．１　 Ｔｈｅ ｐａｔｈ ｇｒａｐｈ ｗｉｔｈ ｎ ＝ １１

在图 １ 中，横线标记的节点是控制节点为 Ｉｐ１ｍ１
ｃ

的集合，其中 ｐ１ ＝ １，ｍ１ ＝ ５。 竖线标记的节点是控

制节点为 Ｉｐ２ｍ２
ｃ 的集合，其中 ｐ２ ＝ ２，ｍ２ ＝ ３。 当控制

节点为 Ｉｐ１ｍ１
ｃ 时，系统有相同的不可控的特征值

λ ＝ ０， 而 １ 与－１ 为系统在控制节点集为 Ｉｐ２ｍ２
ｃ 时 ２

个不可控的特征值。

图 ２　 ｎ ＝ １４ 的路图

Ｆｉｇ．２　 Ｔｈｅ ｐａｔｈ ｇｒａｐｈ ｗｉｔｈ ｎ ＝ １４

在图 ２ 中，斜线标记的节点是控制节点为 Ｉｐｍｃ
的集合，其中 ｐ ＝ ２，ｍ ＝ ４。 当控制节点为节点 ３ 和

节点 ９ 时，Ａ 可被分解为 Ｍ２ 与 Ｍ５ 两种形式的子矩

阵，矩阵 Ｍ２ 与 Ｍ５ 的共同特征值即为矩阵 Ｍ２ 的全

部特征值。 若控制节点为节点 ６ 时，Ａ 可被分解为

Ｍ５ 与 Ｍ８ 两种形式的子矩阵，矩阵 Ｍ５ 与 Ｍ８ 的共

同特征值即为矩阵 Ｍ５ 的部分特征值。

３　 结束语

本文给出了判断复杂网络系统中路图可控性的

方法，把 ＰＢＨ 判据与对称的邻接矩阵相结合，得到

了路图可控的充要条件，并应用数学中的简单理论，
对于路图可控性的充要条件进行了更为数字化的表

示。 在此基础上，提出了系统不可控的特征值的表

达形式。 同理，可推出环图可控性的充要条件。 本

文通过对路图的每个节点进行分析，进而判断可控

性，使得直接从图的结构形式判断能控性成为可能。
本文对于路图可控性的研究方法和结果，为以后研

究更为复杂的图拓扑结构的可控性提供了一个方向

和基础。
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