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逻辑及数学演算中的不动项与不可判定命题（Ⅱ）

张金成
（中央党校函授学院 广德教学点，安徽 广德 ２４２２００）

摘　 要：不动点是一个广泛而深刻的数学现象，它已经渗透到数学的各个领域。 文中把不动点推广到逻辑思维领

域，证明 Ｒｕｓｓｅｌ悖论是集合论中的不动项，Ｇöｄｅｌ不可判定命题是自然数系统 Ｎ 中的不动项，Ｃａｎｔｏｒ对角线方法构造

的项是不动项，不可判定的 Ｔｕｒｉｎｇ机也是不动项。 进一步可以证明，当一个已知集合 Ｕ 可以分割成正、反集合时，不
动项不在正集或反集之中，不动项一定是 Ｕ 外不动项， Ｕ 外不动项的逻辑性质相对于 Ｕ 已经发生变异，是未定义项，
Ｕ 外不动项命题是不可判定的，这是系统的固有现象。 自然数系统 Ｎ 中同样存在不动项，不动项的存在与不可判

定，并不影响正、反集合的递归性与系统的完全性，因此，Ｇöｄｅｌ不完全定理的证明不成立，Ｃａｎｔｏｒ 对角线方法证明是

错误的，Ｔｕｒｉｎｇ停机问题证明也是错误的。 “系统 Ｎ 能否完全”、实数是否可数、Ｔｕｒｉｎｇ 停机问题是否可判定都必须

重新思考。
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４　 正反命题与谓词演算系统

４．１　 正反命题演算系统 Ｌα

在经典系统 Ｌ 上引入“正反集对偶变换公理

Ｐ ＋α↔¬ Ｐ －α ”，组建一个新的逻辑系统———命题系

统 Ｌα ：

１）初始符号（略）；

２）命题的形成规则（略）；

３）定义（略）；

４）公理。

（１）正集公理

Ｌ１ ＋：Ａ ＋α → （Ｂ ＋α → Ａ ＋α）；

Ｌ２ ＋：（Ａ ＋α → （Ｂ ＋α → Ｃ ＋α）） →
（（Ａ ＋α → Ｂ ＋α） → （Ａ ＋α → Ｃ ＋α））；

Ｌ３ ＋：（¬ Ａ ＋α → ¬ Ｂ ＋α） →
（（¬ Ａ ＋α → Ｂ ＋α） → Ａ ＋α）

　 　 （２）正反集对偶变换公理

Ｌ０：Ｐ＋α↔¬ Ｐ－α （ Ｐ是 ＋ α， － α的一个完全划分）；
（３）反集公理

Ｌ１ －： Ａ －α → （Ｂ －α → Ａ －α）；
Ｌ２ －： （Ａ －α → （Ｂ －α → Ｃ －α）） →
（（Ａ －α → Ｂ －α） → （Ａ －α → Ｃ －α））；

Ｌ３ －：（¬ Ａ －α → ¬ Ｂ －α） → （（¬ Ａ －α → Ｂ －α） → Ａ －α）
　 　 ５）演绎推理规则

分离规则：若├ Ａ 且├ Ａ→ Ｂ ；则├ Ｂ ；
定义 １　 系统 Ｌα

由以上 １） ～５）几个部分组成的公理系统，可以

叫做系统 Ｌα 。
定理 １　 经典逻辑的定理封闭域上的有效性

在系统 Ｌα 中，相同集 ＋ α， － α 中的命题演算，
所有经典逻辑的定理与演算模式都是有效的。

证明　 略。
定理 ２　 正、反集上的等价替换

系统 Ｌα 中，设 Ｆ（Ｍ，Ｎ） 表示含有变项 Ｍ、Ｎ 的

命题公式，则如果在相同集中的经典命题 ├ Ｆ（Ｐα，
¬ Ｐα） 成 立 （即 ├ Ｆ（Ｐ ＋α，¬ Ｐ ＋α） 且 ├ Ｆ（Ｐ －α，
¬ Ｐ －α） 成立），则在不同集中 ├ Ｆ（Ｐ ＋α，Ｐ －α） ，且
├Ｆ（¬ Ｐ －α，¬ Ｐ ＋α） 也成立。

证明 　 略。
系统 Ｌα 的语义很简单，用二值真值表定义为

定义 ２　 单一正集上的真值表

表 １　 单一正集上“蕴含”的真值

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｔｒｕｔｈ ｖａｌｕｅ ｔａｂｌｅ ｏｆ “ ｉｍｐｌｉｃａｔｉｏｎ” ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｉｎ⁃
ｇｌｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｓｅ

Ａ ＋α ¬ Ａ ＋α

１ ０

０ １

表 ２　 单一正集上“否定”的真值

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｔｒｕｔｈ ｖａｌｕｅ ｔａｂｌｅ ｏｆ “ｎｅｇａｔｉｏｎ” ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｉｎｇｌｅ
ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｓｅ

Ａ ＋α Ｂ ＋α Ａ ＋α → Ｂ ＋α

１ ０ ０

１ １ １

０ ０ １

０ １ １

定义 ３　 单一反集上的真值表（如表 ３、４）。
表 ３　 单一反集上“蕴含”的真值

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ ｔｒｕｔｈ ｖａｌｕｅ ｔａｂｌｅ ｏｆ “ ｉｍｐｌｉｃａｔｉｏｎ” ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｉｎ⁃
ｇｌｅ ｉｎｖｅｒｓｅ ｓｅ

Ａ －α ¬ Ａ －α

１ ０

０ １

表 ４　 单一正集上“否定”的真值

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｔｈｅ ｔｒｕｔｈ ｖａｌｕｅ ｔａｂｌｅ ｏｆ “ｎｅｇａｔｉｏｎ” ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｉｎｇｌｅ
ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｓｅ

Ａ －α Ｂ －α Ａ －α → Ｂ －α

１ ０ ０

１ １ １

０ ０ １

０ １ １

定义 ４　 跨正反集上的真值表（如表 ５）。
表 ５　 跨正反集上的真值表

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｔｈｅ ｔｒｕｔｈ ｖａｌｕｅ ｔａｂｌｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｃｒｏｓｓｉｎｇ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ
ａｎｄ ｉｎｖｅｒｓｅ ｓｅｔｓ

Ｐ ＋α Ｐ －α

１ ０

０ １

　 　 在表中可以看出经典二值真值表定义仍然不

变，增加了一个跨正反集上的真值表定义。
在系统 Ｌα 中，利用以上“真值表”可以证明，下

列公式是不可证的。
公式 Ｐ ＋α，¬ Ｐ －α ├ Ｂ ＋α ， Ｐ ＋α ∧ ¬ Ｐ －α ├ Ｂ －α ，
Ｐ ＋α → （¬ Ｐ －α → Ｂ ＋α） ， Ｐ ＋α → （¬ Ｐ －α → Ｂ －α）

都不是系统 Ｌα 的定理［３］。
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４．２ 　 正反谓词演算系统 Ｋα

１）基本符号（略）
　 　 ２）定义（略）
　 　 ３）公理

　 　 （１）正集公理

Ｋ１ ＋：Ａ ＋α → （Ｂ ＋α → Ａ ＋α）；
Ｋ２ ＋：（Ａ ＋α → （Ｂ ＋α → Ｃ ＋α）） →
（（Ａ ＋α → Ｂ ＋α） → （Ａ ＋α → Ｃ ＋α））；

Ｋ３ ＋：（¬ Ａ ＋α → ¬ Ｂ ＋α） → （Ｂ ＋α → Ａ ＋α）；
Ｋ４ ＋：∀（ｘｉ）Ａ

＋α → Ａ ＋α；
Ｋ５ ＋：∀（ｘｉ）Ａ

＋α（ｘｉ） → Ａ ＋α（ ｔ）；
Ｋ６＋：∀（ｘｉ）（Ａ

＋α → Ｂ ＋α） → （Ａ ＋α →∀（ｘｉ）Ｂ
＋α）；

　 　 （２）正反集对偶变换公理

Ｋ０：Ｐ ＋α↔¬ Ｐ －α（Ｐ 是 ＋ α， － α 的一个对称划分）；
　 　 （３）反集公理

Ｋ１：Ａ －α → （Ｂ －α → Ａ －α）；
Ｋ２： （Ａ －α → （Ｂ －α → Ｃ －α）） →
（（Ａ －α → Ｂ －α） → （Ａ －α → Ｃ －α））；

Ｋ３： （¬ Ａ －α → ¬ Ｂ －α） → （Ｂ －α → Ａ －α）；
Ｋ４：∀（ｘｉ）Ａ

－α → Ａ －α；
Ｋ５：∀（ｘｉ）Ａ

－α（ｘｉ） → Ａ －α（ ｔ）；
Ｋ６：∀（ｘｉ）（Ａ

－α → Ｂ －α） → （Ａ －α →∀（ｘｉ）Ｂ
－α）；

　 　 ４）系统内推理规则

Ｒ１　 分离规则：若├ Ａ 且├ Ａ→ Ｂ ，则├ Ｂ ；
　 　 Ｒ２　 概括规则：若├ Ａ ，则├∀ｘｉＡ 。

定义 ５　 系统 Ｋα

　 　 由以上 １） ～４）几个部分组成的公理系统，叫做

系统 Ｋα 。
　 　 在系统 Ｋα 中，具有与 Ｌα 类似的定理（证明与 Ｌα

相同），即：
　 　 定理 ３　 经典逻辑的定理封闭域上的有效性

　 　 在系统 Ｋα 中，相同集 ＋ α， － α 中的命题演算，
所有经典逻辑的定理与演算模式都是有效的。
　 　 定理 ４　 正、反集上的等价替换

　 　 系统 Ｋα 中，设 Ｆ（Ｍ，Ｎ） 表示含有变项 Ｍ、Ｎ 的

命题公式，则如果在相同集中的经典命题 Ｆ（Ｐα，
¬ Ｐα） 成立（即 Ｆ（Ｐ ＋α，¬ Ｐ ＋α） 且 Ｆ（Ｐ －α，¬ Ｐ －α） 成

立），则在不同集中 Ｆ（Ｐ ＋α，Ｐ －α） ， 且 ├Ｆ（¬ Ｐ －α，
¬ Ｐ ＋α） 也成立。
　 　 在不同集中，含有量词的公式，可以用下列公式

转换：
∀（ｘ）Ｐ ＋α↔∀（ｘ）¬ Ｐ －α；
∀（ｘ）Ｐ ＋α↔¬ ∃（ｘ）Ｐ －α；
¬ ∀（ｘ）Ｐ ＋α↔∃（ｘ）Ｐ －α；
∃（ｘ）Ｐ ＋α↔∃（ｘ）¬ Ｐ －α；
∃（ｘ）Ｐ ＋α↔¬ ∀（ｘ）Ｐ －α；

¬ ∃（ｘ）Ｐ ＋α↔∀（ｘ）Ｐ －α。
∀（ｘ）Ｐ －α↔∀（ｘ）¬ Ｐ ＋α；
∀（ｘ）Ｐ －α↔¬ ∃（ｘ）Ｐ ＋α；
¬ ∀（ｘ）Ｐ －α↔∃（ｘ）Ｐ ＋α；
∃（ｘ）Ｐ －α↔∃（ｘ）¬ Ｐ ＋α；
∃（ｘ）Ｐ －α↔¬ ∀（ｘ）Ｐ ＋α；
¬ ∃（ｘ）Ｐ －α↔∀（ｘ）Ｐ ＋α。

　 　 Ｋα 的语义解释（略） ［３］

４．３ 　 系统 Ｌα 、 Ｋα 的完全性与不可判定命题
　 　 根据“ Ｐ ＋α↔¬ Ｐ －α ， Ｐ －α↔¬ Ｐ ＋α ”可以得到，
任一个含有 － α 反集的命题公式全部可以转化成正

集 ＋ α 命题公式，即可以转化成经典命题演算公式，
即以上正反命题演算系统 Ｌα 与经典命题演算系统 Ｌ
等价。
　 　 注记 １　 Ｐｅ 是 Ｕ 外不动项命题，是未定义命

题，不参与演算。
　 　 定理 ５　 Ｌα 等价系统
　 　 系统 Ｌα 在 ＋ α与 － α中的全部公式可以翻译成

经典命题演算系统 Ｌ 的公式，即系统 Ｌα 在 ＋ α 与
－ α 中与经典命题演算系统 Ｌ 等价。
　 　 证明　 略

　 　 定理 ６　 Ｋα 等价系统

　 　 系统 Ｋα 中全部公式可翻译成经典谓词演算系
统的公式，即系统 Ｋα 与经典谓词演算系统 Ｋ 等价。
　 　 证明　 略

　 　 由于系统 Ｋα 与经典谓词演算系统 Ｋ 等价，所以
经典逻辑的元定理在系统 Ｋα 仍然成立，根据“定理

５、６”很容易证明以下定理。 证明方法同经典谓词

逻辑系统方法，这里不再给出。
　 　 系统 Ｌ 的一致性、可判定性、完全性等元定理，
在系统 Ｌα 中都是有效的；
　 　 系统 Ｋ 的一致性、不可判定性、完全性等元定

理，在系统 Ｋα 中都是有效的；
　 　 定理 ７ 　 Ｐｅ 是域外命题

　 　 命题 Ｐｅ 在系统 Ｌα 中是未定义命题，是域外命

题；
　 　 证明　 设 Ｐ 是 Ｕ 的一个完全划分，
　 　 在命题演算 Ｌα 中，若 ＋ α ＝ － α ＝ ｅ （ Ｐ 是 ＋ α，
－ α 的一个完全划分）， Ｐｅ↔¬ Ｐｅ ； ｅ ＝ ｘＰ{ } 是不动

项， ｘＰ ∉ Ｕ 是未定义项，因此 Ｐｅ 是未定义命题。
　 　 因此，在命题演算 Ｌα 中，若 ＋ α ＝ － α ＝ ｅ ，则 Ｐｅ

是不动命题， ｅ ， Ｐｅ 在 Ｕ 上无定义；
　 　 未定义命题与其他命题的混合演算，如 Ｐｅ ∧
¬ Ｐｅ → Ｑ ＋α ； Ｐｅ∧ ¬ Ｐｅ→ Ｑ －α ； Ｐｅ∨ ¬ Ｐｅ ； （Ｐｅ∨
¬ Ｐｅ） ∧ （Ｐ ＋α ∨ Ｐ －α） 等都是无意义的，不合法的。
　 　 定理 ８　 系统 Ｌα 完全性定理

　 　 在系统 Ｌα 中，若 ｜＝Ｐα 或 Ｖ（Ｐα） ＝ １则 Ｌα ├ Ｐα；
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　 　 证明 因为 Ｌα⇔Ｌ ，而系统 Ｌ 是完全的，即：
　 　 若 ｜＝Ｐα ，则 Ｌ├ Ｐα ；所以，若├Ｐα 或 Ｖ（Ｐα） ＝ １
则 Ｌα ├ Ｐα ；
　 　 所以，系统 Ｌα 也是完全的。
　 　 定理 ９　 Ｐｅ 是不可判定命题

　 　 命题 Ｐｅ 在系统 Ｌα 中是不可判定命题（证明略，
因为不动命题是不可判定命题）。
　 　 注记 ２ 　 悖论 Ｐｅ 不参与系统演算

　 　 １）虽然系统 Ｌα 中出现了悖论 Ｐｅ ，但是， Ｐｅ 是

未定义命题，不参与系统演算，不会导致系统 Ｌα 演

算崩溃，系统 Ｌα 仍然是有效的。
　 　 ２）虽然系统 Ｌα 中出现了不可判定 Ｐｅ ，但是， Ｐｅ

与系统完全性无关，系统 Ｌα 仍然是完全的，系统 Ｌα

的定理集合是可判定的。
　 　 定理 １０　 Ｐ（ｘＰ） 是域外命题

　 　 命题 Ｐ（ｘＰ） 在系统 Ｋα 中是未定义命题；

　 　 证明同上，在谓词演算中，若 ｘｉ ＝ ｘｉ
 ＝ ｘＰ ，则

Ｐ（ｘＰ） 是不动命题， ｘＰ 、 Ｐ（ｘＰ） 在 Ｕ 上无定义。
　 　 与系统 Ｌα 一样，未定义命题 Ｐ（ｘＰ） 与其他命题

的混 合 演 算， 如 Ｐ（ｘＰ） ∧ ¬ Ｐ（ｘｉ） 、 Ｐ（ｘＰ） ∧
¬ Ｐ（ｘＰ） → Ｑ（ｘｉ） 、 Ｐ（ｘＰ） ∨ ¬ Ｐ（ｘＰ） 等都是无意

义的，不合法的。
　 　 定理 １１　 系统 Ｋα 完全性定理

　 　 系统 Ｋα 中，若 ｜＝Ｐα 或 Ｖ（Ｐα） ＝ １则 Ｋα ├ Ｐα；
　 　 证明　 因为 Ｋα⇔Ｋ ，而系统 Ｋ 是完全的，即
　 　 若 ｜＝Ｐα ，则 Ｋ├ Ｐα ；所以，若 ｜＝Ｐα 或 Ｖ（Ｐα） ＝ １
则 Ｋα ├ Ｐα；
　 　 所以，系统 Ｋα 也是完全的。
　 　 定理 １２　 Ｐ（ｘＰ） 是不可判定命题

　 　 命题 Ｐ（ｘＰ） 在系统 Ｋα 中是不可判定命题（证
明略，因为不动命题是不可判定命题）。
　 　 注记 ３　 悖论 Ｐ（ｘＰ） 不参与系统演算

　 　 １）虽然系统 Ｋα 中出现了悖论 Ｐ（ｘＰ） ，但是，
Ｐ（ｘＰ） 是未定义命题，不参与系统演算，不会导致系

统 Ｋα 演算崩溃，系统 Ｋα 仍然是有效的。
　 　 ２）虽然系统 Ｋα 中出现了不可判定 Ｐ（ｘＰ） ，但是，
Ｐ（ｘＰ） 与系统完全性无关，系统 Ｋα 仍是完全的。
４．４　 经典逻辑定理的适用范围

定义 ６　 超协调逻辑系统

　 　 正反命题演算系统 “ Ｌα ” 与正反谓词系统

“ Ｋα ”也称超协调逻辑系统。
　 　 在超协调系统中，可以发现经典逻辑是定义在

一个已知集合 Ｕ 上的，不能无限制地使用到 Ｕ 外，
经典逻辑的推理有一个使用范围。
　 　 定理 １３　 经典逻辑的适用范围

　 　 Ｕ ＝ ｘ１，ｘ２，ｘ３，…，ｘｎ，…{ } 是一个已经定义集

合，经典逻辑的所有定理只适用于已经定义的集合

Ｕ 上。
　 　 证明　 设 Ｕ ＝＋ α∪－ α 是一个已定义集合；
　 　 假设在这个已定义集合外，可以适用经典逻辑

的所有定理，根据 Ｕ 外不动项定理，
　 　 那么，有矛盾命题 Ｐ（ｘＰ）↔¬ Ｐ（ｘＰ） 成立；
　 　 根据邓—斯各特定理 （├ Ａ ， ├ ¬ Ａ ，那么

├ Ｂ ），这个逻辑系统中一切命题都是定理，这是一

个崩溃的系统；
　 　 所以，经典逻辑的所有定理只适用于已经定义

的集合 Ｕ 上。
　 　 定理 １４　 “反证法”的适用范围

　 　 Ｕ ＝ ｘ１，ｘ２，ｘ３，…，ｘｎ，…{ } 是一个已经定义集

合，“反证法”只适用于已经定义的集合 Ｕ 上。
　 　 证明　 因为，反证法是经典逻辑的一条定理，
即：如果 Ａ├ Ｂ 且 Ａ├ ¬ Ｂ ，那么├ ¬ Ａ ；
　 　 根据定理 １３，“反证法”只适用于已经定义的集

合 Ｕ 上。
　 　 定理 １５　 不动项矛盾用于“反证法”的限制

　 　 Ｕ ＝ ｘ１，ｘ２，ｘ３，…，ｘｎ，…{ } 是一个已经定义集

合，不动项矛盾不能作为“反证法”在已定义的集合

Ｕ 上的推理依据。
　 　 证明　 因为根据 Ｕ 外不动项定理，不动项矛盾

是已定义集合外的矛盾；
　 　 假设不动项矛盾能作为“反证法”在已定义的

集合上的推理依据。
　 　 那么，有矛盾命题 Ｐ（ｘＰ）↔¬ Ｐ（ｘＰ） 成立，而且

这是一个 Ｕ 外恒成立的矛盾；
　 　 根据邓—斯各特定理 （├ Ａ ， ├ ¬ Ａ ，那么

├ Ｂ ），这个逻辑系统中一切命题都是定理，这是一

个崩溃的系统；
　 　 如果不动项矛盾能作为“反证法”在已定义的集合

Ｕ 上的推理依据，将建立不起来任何足道的系统；
　 　 所以，不动项矛盾不能作为“反证法”在已定义

的集合 Ｕ 上的推理依据。
在 逻 辑 系 统 Ｌα、Ｋα 中， 若 Ｕ ＝

ｘ１，ｘ２，ｘ３，…，ｘｎ，…{ } 是已定义集合， Ｐ 是 Ｕ上的任

意一个有定义的性质，若 ｘｉ∈Ｕ ，则 Ｐ（ｘｉ）、¬ Ｐ（ｘｉ）
是有定义、有意义的命题；若 ｘｉ ∉ Ｕ ，则 Ｐ（ｘｉ）、
¬ Ｐ（ｘｉ） 是无定义、无意义的命题。
　 　 推论 １　 构造悖论，不能作为“反证法”在已定

义的集合 Ｕ 上的推理依据。
　 　 例 １　 构造悖论的错误证明方法

　 　 举出一个具体的例子， Ｕ 为全体整数集合 Ｕ ＝
Ｊ，假设在 ｎ ＝ ｎ 中，任意 ｎ∈ Ｊ ； 把 Ｕ ＝ Ｊ 分成偶数

集合与奇数集合：
＋ α ＝ ｘ ｜ ｘ ＝ ２ｎ，ｎ∈ Ｕ{ }
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－ α ＝ ｘ ｜ ｘ ＝ １ － ２ｎ，ｎ∈ Ｕ{ }

Ｐ（ｘ） 代表谓词“ ｘ 是偶数”， ¬ Ｐ（ｘ） 代表谓词“ ｘ
是奇数”； ｎ ∈＋ α ，或者 ｎ ∈－ α ； 定义一个新数

Ｔ ＝１ － ｎ ；自指代 Ｔ ＝ ｎ ， ｎ ＝ １ － ｎ ， ｎ是偶数↔ ｎ是

奇数；产生悖论，不可判定命题 Ｐ（ｎ）↔¬ Ｐ（ｎ） ；即
ｎ ＝ ｎ├Ｐ（ｎ）↔¬ Ｐ（ｎ）

根据反证法得到， ├ｎ≠ ｎ ，这显然是荒唐的结论。
　 　 例 ２　 相对无意义的命题

　 　 设 Ｕ 为全体整数集合， Ｐ（ｘ） ：表示 ｘ 是偶数；
则 Ｐ（０），Ｐ（２），Ｐ（７），…等都是有定义、有意义的

命题； Ｐ（ １
２
），Ｐ（ １

３
），Ｐ（ ２

３
），… 都是无定义、无意

义的命题。
　 　 Ｕ ＝ ｘ１，ｘ２，ｘ３，…，ｘｎ，…{ } 是一个已经定义集

合，如果 Ａ├ Ｐ（ｘｉ） ∧ ¬ Ｐ（ｘｉ） ，且 ｘｉ ∈ Ｕ ，可以使

用“反证法”，├ ¬ Ａ ，这是正确的证明方法。
　 　 注记 ５ 　 “反证法”的正确推理形式

　 　 一般地，设 Ｕ ＝＋ α ∪－ α 是一个已定义集合，
ｘｉ ∈Ｕ ， Ｋ（ｘｉ） 是 Ｕ内的任意一个命题，根据 Ｕ外不

动项定理， ├Ｐ（ｘＰ）↔¬ Ｐ（ｘＰ） 。
　 　 １） Ｕ 外不动项所产生的矛盾，使用“反证法”只
能得出 ｘＰ ∉ Ｕ 。 即把 ｘＰ ∈ Ｕ 看成假设时，可以使

用“反证法”进行推理，正确的推理形式是：
　 　 Ｋ（ｘｉ），ｘＰ ∈ Ｕ├Ｐ（ｘＰ）↔¬ Ｐ（ｘＰ） ，
　 　 ├¬ （ｘＰ ∈ Ｕ） 。
　 　 ２） Ｕ 外不动项所产生的矛盾，不能作为任何“ Ｕ
内演算的推理依据” 即把 ｘＰ∈Ｕ看成真命题时，使用

“反证法”是错误的。 不正确的推理形式是：
　 　 Ｋ（ｘｉ）├Ｐ（ｘＰ）↔¬ Ｐ（ｘＰ） ， ├¬ Ｋ（ｘｉ） 。
　 　 ３）一般使用“自指代”所产生的矛盾，都是域外

矛盾，不能作为反证法的依据。
　 　 可以回顾一下，历史上“直觉主义”者，也认识到

无限制地使用“反证法”会有问题，他们转向完全的

“构造数学”，他们也看到一些问题，但是，没有把问题

完全搞清。 这里真正看到“反证法”的使用范围。

５　 无穷集合的幂集中的不可判定命题

集合论的创立者 Ｃａｎｔｏｒ 证明：无穷集合的幂集

合不能与原来的集合建立一一对应关系。 可以回顾

一下其证明过程，使用 Ｃａｎｔｏｒ的对角线方法。
　 　 如果 ＰＭ为Ｍ的幂集，且Ｍ ～ ＰＭ （ Ｍ与 ＰＭ之

间可以建立一一对应关系，即双射关系），则存在

Ｔ ， Ｔ⊆ Ｍ ，且 Ｔ∉ ＰＭ 。
　 　 对于一个 Ｍ 子集而言，如果能够决定 Ｍ 的元素

中哪些属于该子集，那么 Ｍ 的子集就确定了。 可以

给出一个一般准则，由它可以对 Ｍ的任何元素 ｘ，决
定该元素是否属于该子集。

　 　 在假设 Ｍ ～ ＰＭ 中，任意 ｘ∈ Ｍ 对应一个 ｙ ∈
ＰＭ ，即： ｘ∈ Ｍ↔ｙ∈ ＰＭ ，
　 　 ｙ 是 Ｍ 的子集之一， ｙ⊆ Ｍ ，
　 　 ｘ∈ ｙ ，或者 ｘ∉ ｙ ；规定： ｘ∈ ｙ↔ｘ∉ Ｔ ； ｘ∉
ｙ↔ｘ∈ Ｔ ；
　 　 假定 Ｔ∈ ＰＭ ， Ｍ ～ ＰＭ ，存在

　 　 ｘ０ ∈ Ｍ↔Ｔ∈ ＰＭ ；
　 　 按规定： ｘ０ ∈ Ｔ↔ｘ０ ∉ Ｔ ； ｘ０ ∉ Ｔ↔ｘ０ ∈ Ｔ ；
　 　 矛盾，所以， Ｔ∉ ＰＭ 。
　 　 注：这证明在很多“数理逻辑”书中都可以见

到，如《元数学导论》 ［７］。
５．１　 无穷集合演算中的不动项

　 　 在以上证明过程中，构造的集合 Ｔ ，如果按照

正反集合分析法，实际上是一个不动项，证明如下。
　 　 定理 １６　 无穷集合演算中存在不动项

　 　 如果无穷集合与它的幂集合之间能建立一一映

射，那么，幂集合演算中存在一个不动项。
　 　 证明　 首先把以上证明过程，整理如下：
　 　 假设在双射关系 Ｆ：Ｍ ～ ＰＭ 中，任意 ｘ∈ Ｍ 对

应一个 Ｆ（ｘ） ∈ ＰＭ ，
　 　 即： ｘ∈ Ｍ↔Ｆ（ｘ） ∈ ＰＭ ， Ｆ（ｘ） ）是 Ｍ 的子集

之一， Ｆ（ｘ） ⊆ Ｍ ；
　 　 ｘ∈ Ｆ（ｘ） ，或者 ｘ∉ Ｆ（ｘ） ；
　 　 规定： ｘ∈ Ｆ（ｘ）↔ｘ∉ ＴＭ ；
　 　 ｘ∉ Ｆ（ｘ）↔ｘ∈ ＴＭ ；
　 　 假定 ＴＭ ∈ ＰＭ ， Ｍ ～ ＰＭ ，存在
　 　 ｘ０ ∈ Ｍ↔Ｆ（ｘ０） ∈ ＰＭ ，（设 ＴＭ ＝ Ｆ（ｘ０） ；
　 　 按规定： ｘ０ ∈ Ｆ（ｘ０）↔ｘ０ ∉ Ｆ（ｘ０） ； ｘ０ ∉
Ｆ（ｘ０）↔ｘ０ ∈ Ｆ（ｘ０） 。 再把 ＰＭ 分为正反集合，设：

＋ α ＝ Ｘ：ｘ∈ Ｍ，ｘ∈ Ｘ，Ｘ∈ ＰＭ，Ｘ ＝ Ｆ（ｘ）{ }

－ α ＝ Ｘ：ｘ∈ Ｍ，ｘ∉ Ｘ，Ｘ∈ ＰＭ，Ｘ ＝ Ｆ（ｘ）{ }

Ｕ ＝ ＰＭ ＝＋ α∪－ α
　 　 按规定： ｘ∈ Ｆ（ｘ）↔ｘ∉ ＴＭ ； ｘ∉ Ｆ（ｘ）↔ｘ∈
ＴＭ ，自我指代： ＴＭ ＝ Ｆ（ｘ０）， 即 ｘ０ ∈ Ｆ（ｘ０）↔ｘ０ ∉
Ｆ（ｘ０），ｘ０ ∈ ＴＭ↔ｘ０ ∉ ＴＭ ， Ｐ［Ｆ（ｘ）］ 表示 ｘ ∈
Ｆ（ｘ）；则 ¬ Ｐ［Ｆ（ｘ）］ 表示 ｘ∉ Ｆ（ｘ） 。
　 　 命题 ｘ０ ∈ Ｆ（ｘ０）↔ｘ０ ∉ Ｆ（ｘ０） ， ＴＭ ＝ Ｆ（ｘ０），
可以表示为 Ｐ（ＴＭ）↔¬ Ｐ（ＴＭ） ； ＴＭ 是不动项。

如 果 （ＴＭ ∈ ＰＭ） ， 则 有 悖 论

Ｐ（ＴＭ）↔¬ Ｐ（ＴＭ）；即：如果双射关系 Ｆ：Ｍ ～ ＰＭ
成立，那么， ＴＭ 是不动项。
　 　 这是“Ｃａｎｔｏｒ的对角线方法”证明，在这个证明

中，他把 ＴＭ 看成是一个已知项 ＴＭ ∈ Ｕ ，实际上

ＴＭ ∈Ｕ 未必成立，他只证明了以下结果：
　 　 如果双射关系 Ｆ：Ｍ ～ ＰＭ 成立，且 ＴＭ ∈ Ｕ ，那
么， Ｐ（ＴＭ）↔¬ Ｐ（ＴＭ） ；即 （Ｆ：Ｍ ～ ＰＭ） ∧ （ＴＭ ∈
Ｕ） ├ Ｐ（ＴＭ）↔¬ Ｐ（ＴＭ） 。
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　 　 上面命题中出现了两个假设，到底是哪个假设

引起的矛盾，还要分析。
　 　 这个定理和下面的定理等价，下面证明“Ｃａｎｔｏｒ
的对角线方法”表现更清晰。
　 　 定理 １７　 自然数集合演算中存在不动项

　 　 如果自然数集合与它的幂集合之间能建立一一

映射，那么，它的幂集合演算中存在一个不动项。
　 　 证明　 这个定理可以看成定理 １６的特例，证明

过程与定理 １６相同。
　 　 双射关系 Ｆ：ω ～ Ｐ（ω） ， ω 是自然数集合，
Ｐ（ω） 是 ω 的幂集合。
　 　 假设在 Ｆ：ω ～ Ｐ（ω） 中，任意 ｎ∈ ω 对应一个

Ｆ（ｎ） ∈ Ｐ（ω） ，
　 　 即： ｎ∈ ω↔Ｆ（ｎ） ∈ Ｐ（ω） ， Ｆ（ｎ） ）是 ω 的子

集之一， Ｆ（ｎ） ⊆ ω ；
　 　 ｎ∈ Ｆ（ｎ） ，或者 ｎ∉ Ｆ（ｎ） ；
　 　 按规定： ｎ ∈ Ｆ（ｎ）↔ｎ ∉ Ｔω 。 ｎ ∉ Ｆ（ｎ）↔
ｎ∈Ｔω ；
　 　 假定 Ｔω ∈ Ｐ（ω） ， Ｆ：ω ～ Ｐ（ω） ，存在

　 　 ｋ∈ ω↔Ｆ（ｋ） ∈ Ｐ（ω） ，（设 Ｔω ＝ Ｆ（ｋ） ；
　 　 按规定： ｋ∈ Ｆ（ｋ）↔ｋ∉ Ｆ（ｋ） ；
　 　 ｋ∉ Ｆ（ｋ）↔ｋ∈ Ｆ（ｋ） 。
　 　 再把 Ｐ（ω） 分为正反集合，设：

＋ α ＝ ｘ：ｎ∈ ｘ，ｎ∈ ω，ｘ∈ Ｐ（ω），ｘ ＝ Ｆ（ｎ）{ }

－ α ＝ ｘ：ｎ∉ ｘ，ｎ∈ ω，ｘ∈ Ｐ（ω），ｘ ＝ Ｆ（ｎ）{ }

Ｕ ＝ Ｐ（ω） ＝ ＋ α∪－ α
按规定： ｎ∈ Ｆ（ｎ）↔ｎ∉ Ｔω ， ｎ∉ Ｆ（ｎ）↔ｎ∈ Ｔω ；

自我指代： Ｔω ＝ Ｆ（ｋ） ；
　 　 即 ｋ∈ Ｆ（ｋ）↔ｋ∉ Ｆ（ｋ） ， ｋ∈ Ｔω↔ｋ∉ Ｔω 。
　 　 Ｐ［Ｆ（ｎ）］ 表示 ｎ ∈ Ｆ（ｎ） ；则 ¬ Ｐ［Ｆ（ｎ）］ 表

示 ｎ∉ Ｆ（ｎ） 。
　 　 命题 ｋ∈ Ｆ（ｋ）↔ｋ∉ Ｆ（ｋ） ， Ｔω ＝ Ｆ（ｋ） 可以表

示为 Ｐ（Ｔω）↔¬ Ｐ（Ｔω） ； Ｔω 是不动项；
　 　 如果 （Ｔω ∈ Ｐ（ω）） ，则有悖论 Ｐ（Ｔω）↔¬ Ｐ（Ｔω） ；
　 　 即如果双射关系 Ｆ：ω ～ Ｐ（ω） 成立，那么 Ｔω 是

不动项。
　 　 同样以上证明有两个假设，可以表示为

　 　 如果双射关系 Ｆ：ω ～ Ｐ（ω） 成立，且 （Ｔω ∈
Ｐ（ω）） ，那么， Ｐ（Ｔω）↔¬ Ｐ（Ｔω） ；
　 　 即： （Ｆ：ω ～ Ｐ（ω）） ∧ （Ｔω ∈ Ｐ（ω）） ├
　 　 Ｐ（Ｔω）↔¬ Ｐ（Ｔω） 。
　 　 注记 ６　 “Ｃａｎｔｏｒ的对角线方法”
　 　 假设自然数和它的幂集合有一一对应关系，即
ｎ∈ ω↔Ｆ（ｎ） ∈ Ｐ（ω） ，可以把自然数的所有子集

排成如下集合序列。
　 　 Ｆ（１） ＝ １，∗，３，４，∗，…{ } ，该集合包含 １，３，
４，不包含 ２，５，（空缺的用“ ∗ ”标注）；

　 　 Ｆ（２）＝ １，∗，３，∗，∗，…{ } ，该集合包含 １，３，
不包含 ２，４，５；
　 　 Ｆ（３） ＝ １，∗，３，∗，５，…{ } ，该集合包含，１，３，
５，不包含 ２，４；
　 　 Ｆ（４）＝ １，２，３，∗，５，…{ } ，该集合包含 １，２，３，
５，不包含，４；
　 　 Ｆ（５） ＝ ∗，２，３，∗，５，…{ } ，该集合包含 ２，３，
５，不包含 １，４；
　 　 …
　 　 Ｆ（ｎ） ⊆ ω ， Ｆ（ｎ） 都是 ω 的子集， Ｆ（ｎ） ∈
Ｐ（ω） ；
　 　 定义一个新集合 Ｔω ： ｎ∈ Ｆ（ｎ）↔ｎ∉ Ｔω ， ｎ∉
Ｆ（ｎ）↔ｎ∈ Ｔω ；
　 　 显然集合 Ｔω ＝ ∗，２，∗，４，∗，…{ } 是上面集

合序列对角线元素的集合在 ω 上的补集；
　 　 Ｔω 也是 ω 的子集， Ｔω ∈ Ｐ（ω） ，它也在上表

中，设它对应 Ｆ（ｋ） ， Ｔω ＝ Ｆ（ｋ） ；
　 　 得到矛盾： ｋ∈ Ｆ（ｋ）↔ｋ∉ Ｆ（ｋ） 。
　 　 注记 ７　 Ｃａｎｔｏｒ的两个定理

　 　 １）自然数集合的任意一个子集都可以与一个 ０
与 １的序列建立一一映射关系。
　 　 证明　 用一个函数来表示某自然数的集值域，
在属于该集的自然数处它取值 ０，在不属于该集的

自然数处它取值 １。 某自然数集合代表的函数值的

序列便是由 ０与 １组成的无穷序列。 为表示方便把

自 然 数 集 合 中 的 ０ 排 除， 仅 为 ω ＝
１，２，３，４，５，６，…{ } ， Ｐ（ω） 为 ω 的幂集合。
　 　 例： Ａ１ ＝ １，∗，３，４，∗，…{ } 该集合包含 １，３，
４，不包含 ２，５，（空缺的用 “ ∗ ”标注）该序列为

Ｆ（Ａ１） ＝ ０１００１… ；
　 　 Ａ２ ＝ １，∗，３，∗，∗，…{ } 该集合包含 １，３，不
包含 ２，４，５，该序列为 Ｆ（Ａ２） ＝ ０１０１１… ；
　 　 Ａ３ ＝ １，∗，３，∗，５，…{ } 该集合包含，１，３，５，
不包含 ２，４，该序列为 Ｆ（Ａ３） ＝ ０１０１０… ；
　 　 Ａ４ ＝ １，２，３，∗，５，…{ } 该集合包含 １，２，３，５，
不包含，４，该序列为 Ｆ（Ａ４） ＝ ０００１０… ；
　 　 Ａ５ ＝ ∗，２，３，∗，５，…{ } 该集合包含 ２，３，５，不
包含 １，４，该序列为 Ｆ（Ａ５） ＝ １００１０… ；
　 　 …
　 　 所以，自然数集合的任意一个子集都可以表示

成一个 ０与 １的序列，即自然数集合的任意一个子

集都可以与一个 ０与 １的序列建立一一映射关系。
　 　 ２）全体实数与全体自然数集合的子集具有一

一映射关系。
　 　 以上两个定理已经被 Ｃａｎｔｏｒ 等证明，自然数集

合的任意一个子集都可以表示成一个 ０ 与 １ 的序

列，任意实数都可以表示二进制 ０与 １的序列，它们
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之间具有一一映射关系［７］。
　 　 定理 １８　 实数集合演算中存在不动项

　 　 如果自然数集合与实数集合之间能建立一一映

射，那么，实数集合演算中存在一个不动项。
　 　 证明　 由于全体实数都可以化成二进制形式，
只用 ０，１ 两个数字表示，注记 ７ 构造的 Ｆ（Ａｉ） 序列

实际上可以看成与实数之间有一个一一对应关系，
用 ｘｉ 表示这些实数，用 Ｃａｎｔｏｒ 对角线法构造的不动

项，也可以看成实数领域的不动项。
　 　 把这些序列列成无穷方阵：

Ｆ（Ａ１） ＝ ｘ１ ＝ ０１００１…
Ｆ（Ａ２） ＝ ｘ２ ＝ ０１０１１…
Ｆ（Ａ３） ＝ ｘ３ ＝ ０１０１０…
Ｆ（Ａ４） ＝ ｘ４ ＝ ０００１０…
Ｆ（Ａ５） ＝ ｘ５ ＝ １００１０…

…
　 　 用对角线法在上面方阵中构造一个对角线数：
０１０１０… ，把这个对角线数 ０ 与 １ 互相交换得 ＴＲ ，
ＴＲ ＝ １０１０１… ， ＴＲ 和上表中任何一个都不同。
　 　 用 Ｔｎ 表示 ＴＲ 的第 ｎ 个数字， ｘｎｎ 表示 ｘｎ 的第 ｎ
行，第 ｎ 个数字，则 ＴＲ 的定义可以表示为

　 　 ｘｎｎ ＝ ０↔Ｔｎ ＝ １， ｘｎｎ ＝ １↔Ｔｎ ＝ ０。
　 　 如果 ＴＲ 也是实数， ＴＲ ∈ Ｒ ，设它排列在第 ｋ
行，现在考查 ＴＲ 是序列 ｘｋ 中第 ｋ 位 Ｔｋ ，按定义得到

以下矛盾：
　 　 Ｔｋ ＝ ０↔Ｔｋ ＝ １， Ｔｋ ＝ １↔Ｔｋ ＝ ０。
　 　 设 ＋ α ＝ ｘｎ：ｘｎｎ ＝ １，ｘｎ ∈ Ｒ{ } ，即所有第 ｎ 行，
第 ｎ 项为 １的实数序列；
　 　 － α ＝ ｘｎ：ｘｎｎ ＝ ０，ｘｎ ∈ Ｒ{ } ，即所有第 ｎ 行，第
ｎ 项为 ０的实数序列。
　 　 按规定： ｘｎｎ ＝ ０↔Ｔｎ ＝ １， ｘｎｎ ＝ １↔Ｔｎ ＝ ０；
　 　 自我指代： ｘｋ ＝ ＴＲ ， ｘｋｋ ＝ Ｔｋ ， （ Ｔｋ 是 ＴＲ 的第 ｋ
项）；
　 　 即： Ｔｋ ＝ ０↔Ｔｋ ＝ １， Ｔｋ ＝ １↔Ｔｋ ＝ ０；
　 　 Ｐ（ｘｋ） ： ｘｋｋ ＝ １（ ｘｋ 的第 ｋ项为 １）； ¬ Ｐ（ｘｋ） ：
ｘｋｋ ＝ ０（ ｘｋ 的第 ｋ项为 ０）。
　 　 如果 ＴＲ ∈ Ｒ ，则有“ ＴＲ 的第 ｋ 项为 １” ⇔ “ ＴＲ

的第 ｋ 项为 ０”；
　 　 即有 ＴＲ∈＋ α↔ＴＲ∈－ α ， Ｐ（ＴＲ）↔¬ Ｐ（ＴＲ） ；
　 　 即如果 ＴＲ∈Ｒ ，则有悖论： Ｐ（ＴＲ）↔¬ Ｐ（ＴＲ） 。
　 　 所以，如果自然数集合与实数集合之间能建立

一一映射，那么，实数集合演算中存在一个不动项。
　 　 同样以上证明有两个假设，可以表示为：
　 　 如果双射关系 Ｆ：ω ～ Ｒ成立，且 ＴＲ∈Ｒ ，那么，
Ｐ（ＴＲ）↔¬ Ｐ（ＴＲ） ；即
　 　 （Ｆ：ω ～ Ｒ） ∧ （ＴＲ ∈ Ｒ） ├ Ｐ（ＴＲ）↔¬ Ｐ（ＴＲ）
　 　 运用这种对角线方法，在有理数集合上，同样可

以构造出不动项矛盾。
　 　 因为不动项命题都是不可判定命题，所以，以下

推论成立。
　 　 推论 ２ 　 如果双射关系 Ｆ：Ｍ ～ ＰＭ 成立，且
ＴＭ ∈ＰＭ ，那么， Ｐ（ＴＭ） 是不可判定命题。
　 　 推论 ３　 如果双射关系 Ｆ：ω ～ Ｐ（ω） 成立，且
Ｔω ∈ Ｐ（ω） ，那么， Ｐ（Ｔω） 是不可判定命题。
　 　 推论 ４　 如果双射关系 Ｆ：ω ～ Ｒ 成立，且 ＴＲ∈
Ｒ ，那么， Ｐ（ＴＲ） 是不可判定命题。
５．２ 　 “对角线方法”的逻辑分析

　 　 Ｃａｎｔｏｒ对角线方法是经典集合论、证明论、模型

论、递归论中的一个重要方法，如：实数不可数、图灵

机不可判定、存在非递归函数等很多定理的证明都

是使用这种方法。 然而，以下的证明表明，对角线方

法产生的是 Ｕ 外不动项，这说明使用对角线方法证

明的定理的证明是错误的。
　 　 定理 １９　 广义 Ｕ 外不动项定理
　 　 设全集 Ｕ ＝ ｘ１，ｘ２，…，ｘｉ，…{ } 是一个已经定义

的集合， Ｐ 是定义在 Ｕ 上的一个性质，命题 Ｐ 是关

于 ＋ α 、 － α 的一个划分，即： ＋ α ＝ ｘ ｜ Ｐ（ｘ）{ } ，
－ α ＝ ｘ ｜ ¬ Ｐ（ｘ）{ } ，构造项 Ｔ 满足以下关系， ｘ ∈
＋ α↔¬ Ｐ（Ｔ） ， ｘ∈－ α↔Ｐ（Ｔ） ；如果 Ｕ 上的演算

是一致的，那么， Ｔ 是 Ｕ 外项。
　 　 证明　 ｘ∈＋ α↔Ｐ（ｘ） ，
　 　 假设 Ｔ∈＋ α⇒Ｐ（Ｔ）↔¬ Ｐ（Ｔ） ；
　 　 同理， ｘ∈－ α↔¬ Ｐ（ｘ） ，
　 　 假设 Ｔ∈－ α⇒¬ Ｐ（Ｔ）↔Ｐ（Ｔ） ；
　 　 因为， Ｕ ＝＋ α∪－ α ，
　 　 所以，假设 Ｔ∈ Ｕ⇒Ｐ（Ｔ）↔¬ Ｐ（Ｔ） ；
　 　 所以， ⇒Ｔ∉ Ｕ 。
　 　 “广义 Ｕ 外不动项定理”可以简化为：
　 　 Ｐ 、 Ｔ 在 Ｕ 上可定义，
　 　 Ｔ∈ Ｕ，├Ｐ（Ｔ）↔¬ Ｐ（Ｔ） 。
　 　 在以上定理中，如果 ＋ α， － α 之间存在双射关

系，即 ｆ： ＋ α ～ － α ，
　 　 则 ｘ∈＋ α↔ｆ（ｘ） ∈－ α ，
　 　 ｘ∈＋ α↔¬ Ｐ（Ｔ） ， ｆ（ｘ） ∈－ α↔Ｐ（Ｔ） ，
　 　 所以， Ｐ（Ｔ）↔¬ Ｐ（Ｔ） ，
　 　 即为“ Ｕ 外不动项定理”，可以看出“广义 Ｕ 外

不动项定理”是“ Ｕ 外不动项定理”的推广形式，“ Ｕ
外不动项定理”是它的特例。
　 　 例 ３　 “广义 Ｕ 外不动项定理”的具体例子

　 　 以上定理 １６～１８中，“Ｃａｎｔｏｒ 对角线证明方法”
可以看成把 Ｕ分成对称的 ＋ α， － α ，定义新项“ Ｔ ”
满足 ｘ∈＋ α↔¬ Ｐ（Ｔ） ， ｘ∈ － α↔Ｐ（Ｔ） ，都是“广
义 Ｕ 外不动项定理”的具体例子。
　 　 定理 １６规定： ｘ∈ Ｆ（ｘ）↔ｘ∉ ＴＭ ；
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　 　 ｘ∉ Ｆ（ｘ）↔ｘ∈ ＴＭ ；
　 　 定理 １７规定： ｎ∈ Ｆ（ｎ）↔ｎ∉ ＴＮ ；
　 　 ｎ∉ Ｆ（ｎ）↔ｎ∈ ＴＮ ；
　 　 定理 １８规定： ｘｎｎ ＝ ０↔Ｔｎ ＝ １，
　 　 ｘｎｎ ＝ １↔Ｔｎ ＝ ０。
　 　 以上构造项 ＴＭ 、 Ｔω 、 ＴＲ 都满足：
　 　 ｘ∈＋ α↔¬ Ｐ（Ｔ） ， ｘ∈－ α↔Ｐ（Ｔ）
　 　 所以， ＴＭ 、 Ｔω 、 ＴＲ 都是 Ｕ 外不动项。
　 　 “对角线方法”还可以看成一种非对称的分类

方法，也是“广义 Ｕ 外不动项定理” 的特例。
　 　 定理 ２０　 “对角线证明方法”的非对称分类

　 　 如果集 Ｕ 上的演算是一致的， ＋ α ＝ Ｕ ， － α ＝
∅ ，构造项 Ｔ 满足 ｘ∈Ｕ↔¬ Ｐ（Ｔ） ，那么， Ｔ 不是 Ｕ
的元素，即： Ｔ∉ Ｕ 。
　 　 证明　 在以上“广义 Ｕ 外不动项定理”中假设
＋ α ＝ Ｕ ，则 － α ＝∅ ， ＋ α ＝ ｘ ｜ Ｐ（ｘ）{ } ，代入即有

Ｔ∉ Ｕ ，或者列出以下过程：
　 　 １）假设 Ｕ ＝ ｘ ｜ Ｐ（ｘ）{ } ，——— Ｐ（ｘ） 表示 ｘ 在

列表中，假设所有 Ｕ 的元素有一个列表，即存在与

双射关系： Ｆ：ω ～ Ｕ 。
　 　 ２） ｘ ∈ Ｕ↔Ｐ（ｘ） ，——— ｘ ∈ Ｕ 等价一个谓词

Ｐ（ｘ） “ ｘ 在列表中”，即：存在双射关系： Ｆ：ω ～ Ｕ 。
　 　 ３） ｘ∈ Ｕ↔¬ Ｐ（Ｔ） ，———对角线方法构造一个

新元素 Ｔ ， Ｔ 与 Ｕ 中所有元素都不同。
　 　 ４） Ｐ（ｘ）↔¬ Ｐ（Ｔ） ，———（２）（３）。
　 　 ５）假设 Ｔ∈Ｕ———问 Ｔ∈Ｕ 吗？ 假设 Ｔ∈Ｕ 成

立，那么存在某个 ｘ ， ｘ ＝ Ｔ 。
　 　 ６） Ｐ（Ｔ）↔¬ Ｐ（Ｔ） ，———（５）代入，得到矛盾。
　 　 根据“广义 Ｕ 外不动项定理”的形式： Ｐ 、 Ｔ 在

Ｕ 上可定义， Ｔ∈ Ｕ├Ｐ（Ｔ）↔¬ Ｐ（Ｔ） 。
　 　 “ Ｐ 、 Ｔ 在 Ｕ 上可定义”，即“ Ｕ 上元素上可列

表”，即双射关系 Ｆ：ω ～ Ｕ 成立。
　 　 “对角线证明方法”可以简化为

　 　 （Ｆ：ω ～ Ｕ） ∧ （Ｔ∈ Ｕ）├Ｐ（Ｔ）↔¬ Ｐ（Ｔ） 。
　 　 注记 ８　 “对角线证明方法”的二元谓词表示法

　 　 设 Ｕ ＝ ｘ１，ｘ２，…，ｘｉ，…{ } ＝ ｘ ｜ Ｐ（ｘ）{ } ， Ｐ（ｘｉ）
表示谓词表中的第 ｉ 个元素。
　 　 表中的第 ｉ 个元素 ｘｉ 的第 ｎ 项记为 Ｐ（ｘｉ，ｎ） ，
可以把按对角线方法排列如下：

　 　

Ｐ（ｘ１，１），Ｐ（ｘ１，２），Ｐ（ｘ１，３），Ｐ（ｘ１，４），…
Ｐ（ｘ２，１），Ｐ（ｘ２，２），Ｐ（ｘ２，３），Ｐ（ｘ２，４），…
Ｐ（ｘ３，１），Ｐ（ｘ３，２），Ｐ（ｘ３，３），Ｐ（ｘ３，４），…
Ｐ（ｘ４，１），Ｐ（ｘ４，２），Ｐ（ｘ４，３），Ｐ（ｘ４，４），…
…

　 　 定义一个新的项 Ｔ ，满足 Ｔ的第 ｎ 项，不同于 ｘｎ

的第 ｎ 项，

　 　 即： Ｐ（Ｔ，ｎ）↔¬ Ｐ（ｘｎ，ｎ） ，
　 　 问 Ｔ∈ Ｕ 吗？ 假设 Ｔ∈ Ｕ 成立，那么存在某个

ｘｋ ， ｘｋ ＝ Ｔ ，
　 　 即： Ｐ（ｘｋ，ｋ）↔¬ Ｐ（ｘｋ，ｋ） 或

　 　 Ｐ（Ｔ，ｋ）↔¬ Ｐ（Ｔ，ｋ） 矛盾，所以， Ｔ∉ Ｕ 。
　 　 对角线方法使用全集（补集合为空集非对称分

类方法），所有“对角线方法”都是一个类型，它们都

是“广义 Ｕ 外不动项定理”的特例。 所以，“Ｃａｎｔｏｒ
对角线方法”构造的实数也是“广义 Ｕ 外不动项定

理”的特例。
　 　 推论 ５　 如果实数集 Ｒ 上的演算是一致的，那
么，“康托的对角线方法”所构造的项 Ｔ 满足： （Ｆ：ω
～ Ｒ） ∧ （Ｔ∈ Ｒ）├Ｐ（Ｔ）↔¬ Ｐ（Ｔ） 。
　 　 定理 ２１　 “对角线证明方法”的 ３个结论

　 　 设 Ｕ ＝ ｘ１，ｘ２，…，ｘｉ，…{ } ，如果 Ｕ 内演算是一

致的，“对角线证明方法”可以得到以下 ３个结论：
　 　 （Ａ）├ （Ｆ：ω ～ Ｕ） ∧ ¬ （Ｔ∈ Ｕ） ；
　 　 （Ｂ）├ ¬ （Ｆ：ω ～ Ｕ） ∧ Ｔ∈ Ｕ ；
　 　 （Ｃ）├ ¬ （Ｆ：ω ～ Ｕ） ∧ ¬ （Ｔ∈ Ｕ） 。
　 　 证明　 在以上“广义 Ｕ 外不动项定理”中假设
＋ α ＝ Ｕ ，则

－ α ＝ ∅
＋ α ＝ ｘ ｜ Ｐ（ｘ）{ }

Ｆ：ω ～ Ｕ，Ｔ∈ Ｕ├ Ｐ（Ｔ）↔¬ Ｐ（Ｔ）
├ ¬ ［（Ｆ：ω ～ Ｕ） ∧ （Ｔ∈ Ｕ）］ （１）

由于 ¬ （Ｍ∧ Ｎ）↔
　 　 （Ｍ∧ ¬ Ｎ） ∨ （¬ Ｍ∧ Ｎ） ∨ （¬ Ｍ∧ ¬ Ｎ）
　 　 由式（１）可以得到以下 ３个结论：
　 　 （Ａ） Ｆ：ω ～ Ｕ├ ¬ （Ｔ∈ Ｕ） ，表示如果双射关

系成立，那么 Ｔ∉ Ｕ ；即
　 　 ├ （Ｆ：ω ～ Ｕ） ∧ ¬ （Ｔ∈ Ｕ）
　 　 （Ｂ） Ｔ∈ Ｕ├ ¬ （Ｆ：ω ～ Ｕ） ，表示如果 Ｔ∈ Ｕ
成立，那么 双射关系不成立；即
　 　 ├ ¬ （Ｆ：ω ～ Ｕ） ∧ （Ｔ∈ Ｕ）
　 　 （Ｃ）├ ¬ （Ｆ：ω ～ Ｕ） ∧ ¬ （Ｔ∈ Ｕ） ，表示 Ｔ∈
Ｕ ， 双射关系都不成立。
　 　 注记 ９ 　 Ｃａｎｔｏｒ的断定

　 　 在“对角线证明方法”Ａ、Ｂ、Ｃ ３ 个结论中，如果

Ｔ∈Ｕ 成立，那么， 双射关系 Ｆ：ω ～ Ｕ 一定不成立，
这就是 Ｃａｎｔｏｒ的断定，即 Ｂ结论正确；
　 　 另外一种情况是：如果 Ｔ ∉ Ｕ ，那么，双射关系

Ｆ：ω ～ Ｕ 可能成立，也可能不成立，即：Ａ、Ｃ 都可能

正确，这说明矛盾 Ｐ（Ｔ）↔¬ Ｐ（Ｔ） 和双射关系 Ｆ：ω
～ Ｕ 无关，矛盾是由 Ｔ∈ Ｕ 引起的。
　 　 下面的证明表明：矛盾恰恰是由 Ｔ∈Ｕ引起的，
Ｃａｎｔｏｒ的断定是错误的。
　 　 定理 ２２　 不动项矛盾与双射关系无关
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　 　 设 Ｕ ＝ ｘ１，ｘ２，…，ｘｉ，…{ } ，如果 Ｕ 内演算是一

致的，则 Ｃａｎｔｏｒ “对角线证明方法” Ｆ：ω ～ Ｕ ， Ｔ∈
Ｕ├ Ｐ（Ｔ）↔¬ Ｐ（Ｔ） ，不动项矛盾的存在与双射关

系： Ｆ：ω ～ Ｕ 无关。
　 　 即：（Ａ）├ （Ｆ：ω ～ Ｕ） ∧ ¬ （Ｔ ∈ Ｕ） ，或者，
（Ｃ）├ ¬ （Ｆ：ω ～ Ｕ） ∧ ¬ （Ｔ∈ Ｕ） 。
　 　 证明　 只要否定“结论（Ｂ）├ ¬ （Ｆ：ω ～ Ｕ） ∧
Ｔ∈ Ｕ ”即可，用反证法，只要举出一个反例即可，取
Ｕ ＝ Ｊ 整数集合。
　 　 １）假设 Ｕ ＝ Ｊ ＝ ｘ ｜ Ｐ（ｘ）{ } ， Ｐ（ｘ） 表示 ｘ 是整

数，假设所有 Ｊ 的元素有一个列表，即：存在与双射

关系： Ｆ：ω ～ Ｊ 。
　 　 ２） ｘ∈ Ｊ↔Ｐ（ｘ） ， ｘ∈ Ｊ 等价一个谓词 Ｐ（ｘ） “
ｘ 在列表中”，即存在双射关系： Ｆ：ω ～ Ｊ 。
　 　 ３） ｘ∈ Ｊ↔¬ Ｐ（Ｔ） ，对角线方法构造一个新元

素 Ｔ ， Ｔ 与 Ｊ 中所有元素都不同，
　 　 把 Ｕ ＝ Ｊ 分成偶数集合与奇数集合：

＋ α ＝ ｘ ｜ ｘ ＝ ２ｎ，ｎ∈ Ｊ{ }

－ α ＝ ｘ ｜ ｘ ＝ １ － ２ｎ，ｎ∈ Ｊ{ }

ｘ∈ Ｊ，即：ｘ∈＋ α，或者 ｘ∈－ α 定义一个新数 ｘ∈＋
α⇔Ｔ ＝ １ － ｘ ， ｘ∈－ α⇔Ｔ ＝ １ － ｘ ， ｘ∈ Ｊ⇔Ｔ ＝ １ －
ｘ 等价 ｘ∈ Ｊ⇔Ｔ∉ Ｊ ，即： ｘ∈ Ｊ↔¬ Ｐ（Ｔ）。
　 　 ４） Ｐ（ｘ）↔¬ Ｐ（Ｔ） ，———（２）（３），
　 　 ５）假设 Ｔ∈ Ｊ———问 Ｔ∈ Ｊ 吗？ 假设 Ｔ∈ Ｊ 成

立，那么存在某个 ｘ ， ｘ ＝ Ｔ 。
　 　 ６） Ｐ（Ｔ）↔¬ Ｐ（Ｔ） ，———（５）代入，得到矛盾，
　 　 ｘ∈ Ｊ⇔Ｔ ＝ １ － ｘ ， Ｔ∈ Ｊ⇔Ｔ ＝ １ － Ｔ 。
　 　 ７） Ｆ：ω ～ Ｊ ， Ｔ∈ Ｊ├
　 　 Ｐ（Ｔ）↔¬ Ｐ（Ｔ） ———（１）（５）（６）。

　 　 由于 Ｔ ＝ １ － Ｔ ， Ｔ ＝ １
２
，即： Ｔ∈ Ｊ 不正确。

　 　 所以：Ａ）├ （Ｆ：ω ～ Ｕ） ∧ ¬ （Ｔ∈ Ｕ） ，或者，
Ｃ）├ ¬ （Ｆ：ω ～ Ｕ） ∧ ¬ （Ｔ∈ Ｕ） 成立。
　 　 即：不动项矛盾的存在与双射关系： Ｆ：ω ～ Ｕ
无关。
　 　 根据不动项的性质，以下推论都成立：
　 　 推论 ６　 如果集 Ｕ 上的演算是一致的，“对角线

方法构造项 Ｔ ”一定在 Ｕ 外， Ｔ∉ Ｕ 。
　 　 推论 ７　 如果集 Ｕ 上的演算是一致的，“对角线

方法构造项 Ｔ ”是未定义项。
　 　 推论 ８　 如果集 Ｕ 上的演算是一致的，“对角线

方法构造项 Ｔ ” ， Ｐ（Ｔ） 是不可判定命题。
　 　 推论 ９　 如果集 Ｕ 上的演算是一致的，“对角线

方法构造项 Ｔ ” ， Ｐ（Ｔ） 的不可判定与 Ｕ 内项是否

可以判定无关。
　 　 推论 １０　 如果集 Ｕ 上的演算是一致的，“对角线

方法构造项 Ｔ ” ， Ｐ（Ｔ）↔¬ Ｐ（Ｔ） 矛盾来源于 Ｕ 外。

　 　 推论 １１　 如果集 Ｕ 上的演算是一致的，“对角

线方法构造项 Ｔ ”不能作为任何“ Ｕ 内演算的推理

依据”。
　 　 推论 １２　 如果集 Ｕ 上的演算是一致的，那么，
满足对角线方法的构造项 Ｔ ，断定 Ｔ∈Ｕ的所有“对
角线方法”证明错误。
　 　 注记 １０ 　 广义域外不动项定理解释

　 　 １）在以上定理证明过程中，根据“反证法的使

用规则”，把 ｘＰ ∈ Ｕ 看成假设时，可以使用“反证

法”进行推理，只能得出 ｘＰ ∉ Ｕ ；把 ｘＰ ∈ Ｕ 看成真

命题时，使用“反证法”是错误的。
　 　 ２） “ Ｕ 外不动项定理”与“广义 Ｕ 外不动项定

理”都是用二分法把全集 Ｕ 分成两类性质集合，命
题 Ｐ 是关于 Ｕ 的一个划分， Ｕ ＝＋ α ∪－ α ，即：
＋ α ＝ ｘ ｜ Ｐ（ｘ）{ } ， － α ＝ ｘ ｜ ¬ Ｐ（ｘ）{ } 。
　 　 ３） “ Ｕ 外不动项定理”与“广义 Ｕ 外不动项定

理”的本质是：一个 Ｕ 中已经定义的项与其否定项

不能自指代。 如果自指代，就会变异成一个新项

“ Ｔ ”，这个新项“ Ｔ ”不再是 Ｕ 的元素，即： Ｔ∉ Ｕ 。
　 　 ４） “ Ｕ 外不动项定理”与“广义 Ｕ 外不动项定

理”的区别是：“ Ｕ 外不动项定理”要求 ＋ α， － α 之

间存在双射关系，即： ｆ： ＋ α ～ － α ；“广义 Ｕ 外不动

项定理”没有这个要求。
　 　 ５）“Ｃａｎｔｏｒ 对角线方法”可以看成是 Ｕ 上的一

个特殊的分类。 从“ Ｕ 外不动项定理”的分类看，使
用自然数标号与它对应的第 ｎ 项分类，这个分类恰

与双射关系 Ｕ ～ ω 联系在一起；从“广义 Ｕ 外不动

项定理”的分类看， ＋ α ＝ Ｒ ， － α ＝∅ ，所构造的项

Ｔ 不同于 Ｒ 中的每一个数， Ｔ∉ Ｒ ，这个分类可以不

涉及双射关系 Ｕ ～ ω 。
５．３　 无穷集合幂集合不可数证明错误

　 　 还可以举出一个具体的例子：
例 ４　 有理数集合上的对角线方法

假设在没有发现无理数之前，不知道有无理数，
只知道所有的数都为有理数。 按照 Ｃａｎｔｏｒ 对角线

方法，同样可以证明：有理数集合是不可数的。
假设把有理数区间［０，１］里的所有数按照某种

顺序排列起来，那么总能找到至少一个 ０ 到 １ 之间

的有理数不在列表里。 把列表上的数全写成 ０ 到 １
之间的小数：

ａ１ ＝ ０．０１４３６３４６２８…
ａ２ ＝ ０．３７９４９０７２３７…
ａ３ ＝ ０．２３３４３４３４２３…
ａ４ ＝ ０．０００５９４８２１１…
ａ５ ＝ ０．９５９０１２９１４５…

…
　 　 那么就构造这么一个小数 Ｔ，小数点后第 １ 位
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不等于 ａ１ 的第 １位，小数点后第 ２位不等于 ａ２ 的第

２位，总之小数点后第 ｉ位不等于 ａｉ 的第 ｉ位。 这个

数属于有理数区间［０，１］，但它显然不在你的列表

里。 这样，就证明了有理数集合是不可数的。
也许你会说，你构造的这个数 Ｔ 已经不是有理

数，是一个和有理数具有不同性质的新的数。 当然，
现在知道有理数外还有无理数，即 （Ｔ∉ Ｑ） 。

即 ω 是自然数集合， Ｑ 全体正有理数集合，假
设双射关系 Ｆ：ω ～ Ｑ 成立。

按照对角线方法，同样可以找到一个数 Ｔ ，导
致矛盾 Ｐ（Ｔ）↔¬ Ｐ（Ｔ） ，（ Ｐ（Ｔ） 表示数 Ｔ 在列表

中）。
即 （Ｆ：ω ～ Ｑ），（Ｔ∈ Ｑ） ├ Ｐ（Ｔ）↔¬ Ｐ（Ｔ） ，
（Ｆ：ω ～ Ｑ） ├ （Ｔ∉ Ｑ） ，即否定了 （Ｔ∈ Ｑ） 。
在证明实数不可数时， ω 是自然数集合， Ｒ 为

全体实数集合，假设双射关系 Ｆ：ω ～ Ｒ 成立，按照

对角线方法，同样可以找到一个数 ＴＲ ，导致矛盾

Ｐ（ＴＲ）↔¬ Ｐ（ＴＲ） ，（ Ｐ（ＴＲ） 表示数 ＴＲ 在列表中）。
即

（Ｆ：ω ～ Ｒ），（ＴＲ ∈ Ｒ）├Ｐ（ＴＲ）↔¬ Ｐ（ＴＲ）
（ＴＲ ∈ Ｒ） ├ ¬ （Ｆ：ω ～ Ｒ） ，否定了双射关系

Ｆ：ω ～ Ｒ 。
对比这 ２个推理过程：

（Ｆ：ω ～ Ｑ），（Ｔ∈ Ｑ）├
Ｐ（Ｔ）↔¬ Ｐ（Ｔ） （１）

（Ｆ：ω ～ Ｒ），（ＴＲ ∈ Ｒ）├
Ｐ（ＴＲ）↔¬ Ｐ（ＴＲ） （２）

　 　 在前一个矛盾（１）中否定了 Ｔ ∈ Ｑ ，没有否定

Ｆ：ω ～ Ｑ ；而后一个矛盾（２）中却否定了 Ｆ：ω ～ Ｒ ，
而没有否定 ＴＲ ∈ Ｒ 。

对角线证明方法具有统一的形式，矛盾只能有

一个统一的产生根源，实际上，前一个否定是正确

的，后一个否定是错误的。
即矛盾是由 ＴＲ ∈ Ｒ 引起的，并不是双射关系

Ｆ：ω ～ Ｒ 产生的，这说明“如果实数域演算是一致

的，那么 ＴＲ ∉ Ｒ 。
例 ５　 有理数集合上的域外不动项

Ｕ 为全体正有理数集合 Ｕ ＝ Ｑ ，假设双射关系

Ｆ：ω ～ Ｑ 成立， ω 是自然数集合， Ｑ 为全体正有理

数集合。
假设在 Ｆ：ω ～ Ｑ 中，任意 ｎ ∈ ω 对应一个

Ｆ（ｎ） ∈Ｑ ，即： ｎ∈ ω↔Ｆ（ｎ） ∈ Ｑ 。
把 Ｕ ＝ Ｑ 分成正反集合，
正集：平方大于 ２ 的有理数集合，即： ＋ α ＝

ｘ ｜ ｘ２ ＞ ２，ｘ∈ Ｑ{ } 。
反集：平方小于 ２ 的有理数集合，即： － α ＝

ｘ ｜ ｘ２ ＜ ２，ｘ∈ Ｑ{ } 。

Ｆ（ｎ） ∈＋ α ，或者 Ｆ（ｎ） ∈－ α ；

定义 一 个 新 数 Ｆ（ｎ） ∈＋ α⇔Ｔ ＝ ２
Ｆ（ｎ）

，

Ｆ（ｎ） ∈ － α⇔Ｔ ＝ ２
Ｆ（ｎ）

；

因为 Ｆ：ω ～ Ｑ 成立，
所以，存在 ｋ∈ ω↔Ｆ（ｋ） ∈ Ｑ ；

按规定 Ｆ（ｋ） ∈＋ α⇔Ｔ ＝ ２
Ｆ（ｋ）

，

Ｆ（ｋ） ∈－ α⇔Ｔ ＝ ２
Ｆ（ｋ）

；

自指代，让 Ｔ ＝ Ｆ（ｋ） ， Ｔ ＝ ２
Ｔ
， Ｔ 平方大于 ２↔

Ｔ 平方小于 ２。
产生悖论，不可判定命题 Ｐ（Ｔ）↔¬ Ｐ（Ｔ） 。
由于这个矛盾的产生，就责怪双射关系 Ｆ：ω ～

Ｑ 不能成立，这显然是错误的。 其实， Ｔ ＝ ２
Ｔ
， Ｔ ＝

２ ， ２ 是 Ｕ 外不动项。
例 ６　 实数集合上的域外不动项

仿照 Ｃａｎｔｏｒ的对角线方法， Ｕ 为不为 ０ 的全体

实数集合 Ｕ ＝ （ － ¥，０） ∪ （０， ＋ ¥） ，
假设双射关系 Ｆ：ω ～ Ｕ 成立， ω 是自然数集合。
假设在 Ｆ：ω ～ Ｕ 中，任意 ｎ ∈ ω 对应一个

Ｆ（ｎ） ∈Ｕ ，即： ｎ∈ ω↔Ｆ（ｎ） ∈ Ｕ 。
把 Ｕ 分成正数集合与负数集合：

＋ α ＝ ｘ ｜ ｘ ＞ ０，ｘ∈ Ｕ{ } ＝ （０， ＋ ¥）
－ α ＝ ｘ ｜ ｘ ＜ ０，ｘ∈ Ｕ{ } ＝ （ － ¥，０）

Ｆ（ｎ） ∈＋ α，或者 Ｆ（ｎ） ∈－ α

定义一个新数 Ｆ（ｎ） ∈＋ α⇔Ｔ ＝ － １
Ｆ（ｎ）

，

Ｆ（ｎ） ∈－ α⇔Ｔ ＝ － １
Ｆ（ｎ）

；

因为 Ｆ：ω ～ Ｕ 成立，所以，存在：
ｋ∈ ω↔Ｆ（ｋ） ∈ Ｕ

按规定 Ｆ（ｋ） ∈＋ α⇔Ｔ ＝ － １
Ｆ（ｋ）

， Ｆ（ｋ） ∈－ α⇔

Ｔ ＝ － １
Ｆ（ｋ）

；

自指代 Ｔ ＝ Ｆ（ｋ） ， Ｔ ＝ － １
Ｔ
， Ｔ 是正数↔ Ｔ 是

负数；
产生悖论，不可判定命题 Ｐ（Ｔ）↔¬ Ｐ（Ｔ） 。
由于这个矛盾的产生，就责怪双射关系 Ｆ：ω ～

Ｕ 不能成立，这显然是错误的。 其实， Ｔ ＝ － １
Ｔ
， Ｔ ＝

－ １ ， － １ 是 Ｕ 外不动项。
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以上证明表明，即使一一对应关系成立，矛盾仍

然存在，Ｃａｎｔｏｒ 的对角线方法也是一样，以下将证

明：产生矛盾的根源是不动项 ｘＰ ∈ Ｕ ，而不是那个

假设的双射关系。 在以上 Ｃａｎｔｏｒ 证明的 ３ 个关系，
可以总结如下：

１） （Ｆ：Ｍ ～ ＰＭ） ∧ （ＴＭ ∈ ＰＭ） ├
Ｐ（ＴＭ）↔¬ Ｐ（ＴＭ） ；
２） （Ｆ：ω ～ Ｐ（ω）） ∧ （Ｔω ∈ Ｐ（ω）） ├
Ｐ（Ｔω）↔¬ Ｐ（Ｔω） ；
３） （Ｆ：ω ～ Ｒ） ∧（ＴＲ∈Ｒ）├Ｐ（ＴＲ）↔¬ Ｐ（ＴＲ） 。
在以上 Ｃａｎｔｏｒ 证明的 ３ 个关系中，Ｃａｎｔｏｒ 误认

为 ＴＭ ∈ ＰＭ ， Ｔω ∈ Ｐ（ω） ， ＴＲ ∈ Ｒ 都是真命题，这
样他误认为证明了以下 ３个命题：

４） （Ｆ：Ｍ ～ ＰＭ） ├ Ｐ（ＴＭ）↔¬ Ｐ（ＴＭ） ；
５） （Ｆ：ω ～ Ｐ（ω）） ├ Ｐ（Ｔω）↔¬ Ｐ（Ｔω） ；
６） （Ｆ：ω ～ Ｒ） ├ Ｐ（ＴＲ）↔¬ Ｐ（ＴＲ） 。
进而把矛盾产生的根源当成“假设双射关系”

引起的，所以，否定双射关系，得到以下结论：
７）├ ¬ （Ｆ：Ｍ ～ ＰＭ） ，即无穷集合不能与它的

幂集合建立一一对应关系；
８）├ ¬ （Ｆ：ω ～ Ｐ（ω）） ，即自然数集合不能与

它的幂集合建立一一对应关系；
９）├ ¬ （Ｆ：ω ～ Ｒ） ，即自然数集合不能与实数

集合建立一一对应关系。
产生矛盾的根源 Ｃａｎｔｏｒ 误认为是 （Ｆ：Ｍ ～

ＰＭ） ， （Ｆ：ω ～ Ｐ（ω）） ， （Ｆ：ω ～ Ｒ） 引起的。
所以， Ｃａｎｔｏｒ 证明的 ３ 个关系├ ¬ （Ｆ：Ｍ ～

ＰＭ） ，├ ¬ （Ｆ：ω ～ Ｐ（ω）） ，├ ¬ （Ｆ：ω ～ Ｒ） 都是

错误的。
使用正反集合分析，以上证明满足正反集合的

条件，正反集合上的不动项，都是 Ｕ 外不动项，产生

矛盾的根源实际上是 ＴＭ∈ＰＭ ， Ｔω∈Ｐ（ω） ， ＴＲ∈
Ｒ 引起的。 所以，在以上推理中，Ｃａｎｔｏｒ 实际上只证

明了以下 ３个关系：
１０） （Ｆ：Ｍ ～ ＰＭ） ├ ¬ （ＴＭ ∈ ＰＭ） ；
１１） （Ｆ：ω ～ Ｐ（ω）） ├ ¬ （Ｔω ∈ Ｐ（ω）） ；
１２） （Ｆ：ω ～ Ｒ） ├ ¬ （ＴＲ ∈ Ｒ） 。
由以上分析可以得到以下推论：
推论 １３　 如果无穷集合演算是一致的，则 （Ｆ：

Ｍ ～ ＰＭ） ├ ¬ （ＴＭ ∈ ＰＭ） ，即：双射关系 Ｆ：Ｍ ～
ＰＭ 仍然可能成立，无穷集合的幂集合可能是可数

集合。
推论 １４ 　 如果自然数集合演算是一致的，则

（Ｆ：ω ～ Ｐ（ω）） ├ ¬ （Ｔω ∈ Ｐ（ω）） ，即： （Ｆ：ω ～
Ｐ（ω）） 仍然可能成立，自然数集合的幂集合可能是

可数集合。
推论 １５　 如果实数集合演算是一致的，则 （Ｆ：

ω ～ Ｒ） ├ ¬ （ＴＲ∈Ｒ） ，即：双射关系 Ｆ：ω ～ Ｒ仍然

可能成立，实数集合可能是可数的。
注记 １１　 实数不可数”证明错误

１）不动项命题矛盾的存在，不影响集合之间元

素的一一对应关系，所以，Ｃａｎｔｏｒ 对角线法关于无穷

集合的幂集不可数证明；自然数的幂集不可数证明；
实数不可数的证明都是错误。

２）如果能够构造出实数与自然数的一一映射

关系，那么，实数就是一个可数集合，Ｃａｎｔｏｒ 没有找

到这种一一映射关系，并不代表这种对应关系就不

存在。 前面的证明中，已经知道，不动项 ＴＲ 是一个

Ｕ 外不动项， ｅ ＝ ＴＲ{ } 它相对于已经定义的集合，是
一个未定义项，根据不动项的两种形式，这里意味

着，要么，在实数集合之外存在着一种尚未定义、没
有构造的新数 ＴＲ ；要么 ｅ ＝∅ ，这个构造数 ＴＲ 根本

就不存在。
推论 １６　 如果无穷集合、自然数集合、实数集

合演算是一致的，则 Ｃａｎｔｏｒ 关于“无穷集合的幂集

不可数，自然数的幂集不可数，实数不可数”等命题

的证明是错误。

６　 递归论中的一些定理的错误证明

６．１　 Ｎ 上存在非递归函数证明错误

我们知道，Ｃａｎｔｏｒ 使用对角线方法，证明“系统

Ｎ 是不完全”的 Ｇöｄｅｌ定理，自然数的幂集合是不可

数集合，实数集合是不可数集合。 因为“Ｃａｎｔｏｒ 对角

线方法”是数学证明中的一个重要方法，与此相关

的重要定理还有“存在非递归集合”、“存在非递归

函数”、Ｔｕｉｎｇ机“停机问题”不可判定定理。 而对角

线方法产生的项是域外不动项，这些定理的证明都

是错误的。
定理 ２３　 设全部的一元递归函数集合：

Ｕ ＝ ｆ０（ｎ），ｆ１（ｎ），ｆ２（ｎ），ｆ３（ｎ），…{ }

则存在不动项函数 ｈ（ｋ） ， ｈ（ｋ） ∉ Ｕ 。
证明　 一元函数集合，定义域、值域都是可数集合：

Ｕ ＝ ｆ０（ｎ），ｆ１（ｎ），ｆ２（ｎ），ｆ３（ｎ），…{ }

全部函数的枚举如下：
ｆ０（０），ｆ１（０），ｆ２（０），ｆ３（０），…
ｆ０（１），ｆ１（１），ｆ２（１），ｆ３（１），…
ｆ０（２），ｆ１（２），ｆ２（２），ｆ３（２），…
ｆ０（３），ｆ１（３），ｆ２（３），ｆ３（３），…
…
取对角线值的序列，并加 １，改为别的值，

ｈ（ｎ） ＝ｆｎ（ｎ） ＋ １，
假设 ｈ（ｎ） ＝ ｆｎ（ｎ） ＋ １，在这个序列之中，得到

如下矛盾， ｈ（ｋ） ＝ ｆｋ（ｋ） ＝ ｆｋ（ｋ） ＋ １。
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以上证明是 “对角线构造方法”，根据定理，
ｈ（ｋ） 是不动项函数， ｈ（ｋ） ∉ Ｕ 。

根据以上定理，以下推论成立。
推论 １７ 　 不动项函数ｈ（ｋ）定在Ｕ外，ｈ（ｋ）∉Ｕ 。
推论 １８　 不动项函数 ｈ（ｋ） 是未定义项。
推论 １９　 不动项函数 ｈ（ｋ） 是否递归函数，是

不可判定命题。
推论 ２０　 不动项函数 ｈ（ｋ） 是否递归函数的不

可判定与 Ｕ 内项是否可以判定无关。
推论 ２１　 不动项函数 ｈ（ｋ） 矛盾来源于 Ｕ 外。
推论 ２２　 不动项函数 ｈ（ｋ） 不能作为任何“ Ｕ

内演算的推理依据”。
注记 １２　 ω 上存在非递归函数，是“对角线证

明方法”，证明错误。
１）递归函数集合是可数的，考察一元递归函数

的一个枚举 ｆ０，ｆ１，ｆ２，… ，定义一个函数 ｇ：ω２ → ω ，
ｇ（ｍ，ｎ） ＝ ｆｍ（ｎ） ，假设 ｇ（ｍ，ｎ） ＝ ｆｍ（ｎ） 是递归的，
ｈ（ｍ） ＝ ｇ（ｍ，ｍ） ＋ １， ｍ∈ ω 是递归的，

ｈ（ｋ） ＝ ｆｋ（ｋ） ＝ ｇ（ｋ，ｋ） ＋ １ ＝ ｆｋ（ｋ） ＋ １，矛盾，所
以， ｇ（ｍ，ｎ） ＝ ｆｍ（ｎ） 不是递归函数［３］。

２）不存在一元递归函数的能行可枚举，是“对
角线证明方法”。

假设存在一元递归函数的能行可枚举，设 ｆ０，
ｆ１，ｆ２，… ，是所有一元递归函数的能行枚举，考察下

列算法：给定 ｎ ∈ ω ，的枚举 ｆ０，ｆ１，ｆ２，… ，直到找到

ｆｎ ，计算 ｆｎ（ｎ）
ｈ（ｎ） ＝ ｆｎ（ｎ） ＋ １， ｎ∈ ω 是递归的，
ｈ（ｋ） ＝ ｆｋ（ｋ） ＝ ｆｋ（ｋ） ＋ １，矛盾，所以，不存在一

元递归函数的能行可枚举［３］。
３）以下定理是“对角线证明方法”，证明错误：
设 Ｄ（ｘ，ｙ） 是一元原始递归函数的通用函数，

则 Ｄ（ｘ，ｙ） 不是二元原始递归函数。
证明　 Ｄ（ｘ，ｙ） 是一元原始递归函数的通用函

数，所以，全体一元原始递归函数都包含在函数序列

Ｄ（ｘ，０） ， Ｄ（ｘ，１） ， Ｄ（ｘ，２） ， Ｄ（ｘ，３） ，…中，可以

做以下无穷列表：
表 ６　 跨正反集上的真值表

Ｔａｂｌｅ ６　 Ｔｈｅ ｔｒｕｔｈ ｖａｌｕｅ ｔａｂｌｅ ｆｏｒ ｃｒｏｓｓｉｎｇ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ａｎｄ
ｉｎｖｅｒｓｅ ｓｅｔｓ

ｘ
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｙ

０ １ ２ ３ …

０ Ｄ（０，０） Ｄ（０，１） Ｄ（０，２） Ｄ（０，３） …
１ Ｄ（１，０） Ｄ（１，１） Ｄ（１，２） Ｄ（１，３） …
２ Ｄ（２，０） Ｄ（２，１） Ｄ（２，２） Ｄ（２，３） …
３ Ｄ（３，０） Ｄ（３，１） Ｄ（３，２） Ｄ（３，３） …
… … … … … …

　 　 定义一个一元函数 ｇ（ｘ） ＝ Ｄ（ｘ，ｘ） ＋ １，如果

Ｄ（ｘ，ｙ） 是二元原始递归函数， ｇ（ｘ） 也是一元原始

递归函数，设 ｇ（ｘ） ＝ Ｄ（ｘ，ｎ） ， ｎ∈ ω 是递归的，令
ｘ ＝ ｎ，ｇ（ｎ） ＝ Ｄ（ｎ，ｎ）

ｇ（ｎ） ＝ Ｄ（ｎ，ｎ） ＝ Ｄ（ｎ，ｎ） ＋ １，矛盾，所以， Ｄ（ｘ，ｙ）
不是二元原始递归函数［６］。

推论 ２３ 　 ω 上存在非递归函数的证明错误。
推论 ２４　 不存在一元递归函数的能行可枚举，

证明错误。
６．２ 　 Ｔｕｒｉｎｇ机“停机问题”证明错误

　 　 Ｔｕｒｉｎｇ证明， Ｔｕｒｉｎｇ机“停机问题”是不可判定

的，即：不 存 在 算 法 对 以 下 问 题 类 提 供 答 案，
｛ Ｔｕｒｉｎｇ 机 Ｔｍ 在输入 ｎ 后是否会停机 ｜ ｍ，ｎ ∈
Ｎ｝。
　 　 回顾一下图灵机“停机问题”的证明过程。

按照哥德尔编码，给 Ｔｕｒｉｎｇ 机指定一个编码，
按编码的大小，把所有的 Ｔｕｒｉｎｇ 机一个不漏的枚举

如下： Ｔ０，Ｔ１，Ｔ２，…，Ｔｍ，… 。
定义一个一元函数：

ｆ（ｎ） ＝
０，　 Ｔｎ 输入 ｎ 后停机；
１，　 Ｔｎ 输入 ｎ 后不停机。{

Ｔｕｒｉｎｇ机 Ｔｍ 在输入 ｎ 后是否会停机的各种情

况排列如表 ７（表中的所有情况与二进制表示的实

数等价）。
表 ７　 对角线方法“Ｔｕｒｉｎｇ停机问题”定义

Ｔａｂｌｅ ７　 Ｔｈｅ “Ｔｕｒｉｎｇ ｈａｌｔｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍ” ｄｅｆｉｎｅ ｔａｂｌｅ ｏｆ ｄｉ⁃
ａｇｏｎａｌ ｍｅｔｈｏ

Ｔ０ Ｔ１ Ｔ２ Ｔ３ Ｔ４ …

ｆ（０） ０ １ ０ ０ １ …

ｆ（１） ０ １ ０ １ １ …

ｆ（２） ０ １ ０ １ ０ …

ｆ（３） ０ ０ ０ １ ０ …

ｆ（４） １ ０ ０ １ ０ …

… … … … … … …

　 　 假设 ｆ（ｎ） 是 Ｔｕｒｉｎｇ可计算函数，那么存在某个

Ｔｕｒｉｎｇ机 Ｔ 来计算 ｆ（ｎ） 的值，即
对任意 ｎ∈ ω ， ｆ（ｎ） ＝ ０⇔ Ｔ 输入 ｎ 后输出 ０；

ｆ（ｎ） ＝ １⇔ Ｔ 输入 ｎ 后输出 １。
把上表对角线上的元素挑出来。 就可以得到一

个序列： ０，１，０，１，０，… ，而根据这个序列完全可以

构造这样一个反序列： １，０，１，０，１，… 利用反序列，
构造一个新的 Ｔｕｒｉｎｇ机 Ｔｇ 。

Ｔ 输入 ｎ 后输出 １⇔ Ｔｇ 输入 ｎ 后会停机。
Ｔｇ 是一个新的图灵机， Ｔｇ 必然出现在 Ｔ０，Ｔ１，

Ｔ２，…，Ｔｍ，…中，设 Ｔｇ ＝ Ｔｋ 。
Ｔｋ 输入 ｋ 后会停机 ⇔ Ｔ 输入 ｋ 后输出 １⇔
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ｆ（ｋ） ＝１⇔ Ｔｋ 输入 ｋ 后不停机。
得出矛盾，所以 ｆ（ｎ） 是 Ｔｕｒｉｎｇ不可计算函数。
即：不存在算法对问题类｛ Ｔｕｒｉｎｇ 机 Ｔｍ 在输入

ｎ 后是否会停机 ｜ ｍ，ｎ∈ Ｎ ｝提供答案［１０］。
以上证明，与“自然数幂集合不可数”，“实数不

可数”的证明是一样的。 通过分析，可以知道，构造

的矛盾是不动项矛盾。
定理 ２４　 设 Ｕ ＝ ｛Ｔ０，Ｔ１，Ｔ２，…，Ｔｍ，…｝ ，Ｔｕｒｉｎｇ

机 Ｔｇ 是不动项。
证明　 Ｐ 是定义在 Ｕ 上的一个性质，命题 Ｐ 是

关于正集 ＋ α 、反集 － α 的一个二项划分，
Ｐ（Ｔｎ） ⇔ Ｔｎ 在 输 入 ｎ 后 会 停 机；

¬ Ｐ（Ｔｎ） ⇔ Ｔｎ 在输入 ｎ 后不会停机。
即 ＋ α ＝ Ｔｎ ｜ Ｐ（Ｔｎ），Ｔｎ ∈ Ｕ{ } ，
　 － α ＝ Ｔｎ ｜ ¬ Ｐ（Ｔｎ），Ｔｎ ∈ Ｕ{ } ；
建立映射关系：

ｘ∈＋ α↔ｙ∈－ α
ｙ ＝ ｆ（ｘ）

Ｐ（ｘ）↔¬ Ｐ（ｙ）
　 　 当 ｘＰ 满足 ｘ ＝ ｆ（ｘ） ， Ｐ（ｘＰ）↔¬ Ｐ（ｘＰ） ， ｘＰ 是

不动项。
以上构造的 Ｔｇ 满足 Ｐ（Ｔｇ）↔¬ Ｐ（Ｔｇ） ，即： Ｔｇ

是不动项，证毕。
还可以从“广义 Ｕ 外不动项定理”考虑：
构造项 Ｔｇ 满足以下关系， ｘ∈＋ α↔¬ Ｐ（Ｔｇ） ，

ｘ∈－ α↔Ｐ（Ｔｇ） ；
根据“广义 Ｕ 外不动项定理”，Ｔｕｒｉｎｇ机 Ｔｇ 是不

动项。
也可以从以下构造的二元项考虑：
Ｕ ＝ ｛（Ｔ０，１），（Ｔ１，１），（Ｔ２，１），…，（Ｔｍ，１），…
　 　 （Ｔ０，２），（Ｔ１，２），（Ｔ２，２），…，（Ｔｍ，２），…
　 　 　 …
　 　 （Ｔ０，ｎ），（Ｔ１，ｎ），（Ｔ２，ｎ），…，（Ｔｍ，ｎ），…
　 　 　 …｝

　 　 Ｕ 是所有 Ｔｕｒｉｎｇ机对所有输入后的状态，这些

状态可分为正反两个集合。
Ｐ（Ｔｎ，ｎ） ⇔ Ｔｎ 在输入 ｎ 后会停机，
¬ Ｐ（Ｔｎ，ｎ） ⇔ Ｔｎ 在输入 ｎ 后不会停机。
Ｐ（Ｔｇ，ｋ）↔¬ Ｐ（Ｔｇ，ｋ） ， （Ｔｇ，ｋ） 是不动项。
根据 Ｕ 外不动项的一般性质，以下推论成立：
推论 ２５　 Ｔｕｒｉｎｇ机不动项Ｔｇ 一定在Ｕ外，Ｔｇ∉Ｕ。
推论 ２６　 Ｔｕｒｉｎｇ机 Ｔｇ 是未定义项。
推论 ２７　 Ｔｕｒｉｎｇ机 Ｔｇ 是不可判定命题。
推论 ２８　 Ｔｕｒｉｎｇ机 Ｔｇ 的不可判定与 Ｕ 内项是

否可以判定无关。

推论 ２９　 Ｔｕｒｉｎｇ机 Ｔｇ 矛盾来源于 Ｕ 外。
推论 ３０　 Ｔｕｒｉｎｇ机 Ｔｇ 不能作为任何“ Ｕ 内演

算的推理依据”。
根据以上推论， Ｔｕｒｉｎｇ机 Ｔｇ 的不可判定与 Ｕ内

项是否可以判定无关， Ｔｇ 不能作为任何“ Ｕ 内演算

的推理依据”，即： Ｔｇ 矛盾使用“反证法”不成立。
故 Ｔｕｒｉｎｇ机“停机问题”不可判定证明是错误的。
６．３　 一批错误结论及其根源

我们知道经典逻辑定理只能在一个封闭的域上

使用，由于 Ｕ 外不动项矛盾的存在，“反证法”不能

无限制使用。
如果命题 Ｐ ， Ｐ（ｘｉ） 是系统 Ｌα 或 Ｋα 的一个推

论，即 Ｌα ├ Ｐ ， Ｋα ├ Ｐ（ｘｉ） ，这个推理只有在一个

已经定义的集合 Ｕ ＝ ｘ１，ｘ２，ｘ３，…，ｘｎ，…{ } 上成立，
我们不能忘记它成立的前提 ｘｉ ∈ Ｕ 。

任何一个推理都存在一个已经定义集合：
Ｕ ＝ ｘ１，ｘ２，ｘ３，…，ｘｎ，…{ }

在这个集合中使用自指代运算产生悖论是必然的，
即 Ｍ├ Ｐ（Ｔ）↔¬ Ｐ（Ｔ） 。

这个悖论不足以否定这个集合内的任何前提，
即不能得到├ ¬ Ｍ 。

这个悖论只能得到“ Ｕ 上的演算不是封闭的”，
即├ Ｔ∉ Ｕ 。

之所以会产生如此“反证法”错误，因为“项 Ｔ ”
原来在 Ｕ 中并没有出现，是在自指代运算中不知不

觉就跑出了 Ｕ 的范围，特别是一些高度抽象的项

（命题项、函数项），从表面上不能鉴别它是否在 Ｕ
中，只能通过逻辑推理来判断，当“项 Ｔ ”在演算中

跑出了 Ｕ 的范围，经典逻辑的定理“反证法”就不成

立了，“悖论证明方法、对角线证明方法”就是这种

错误。
从经典逻辑封闭性要求看，如果写成：
“ Ｔ∈ Ｕ ， Ｍ├ Ｐ（Ｔ）↔¬ Ｐ（Ｔ） ”；
从而得到：“ Ｍ├ ¬ （Ｔ∈ Ｕ） ”，“反证法”依然

正确。
但是，由于“项 Ｔ ”事先并不存在，很难开始就

在前提中加入这个条件。
由于经典逻辑的缺陷，Ｒｕｓｓｅｌｌ、Ｃａｎｔｏｒ、Ｇöｄｅｌ，

Ｔｕｒｉｎｇ实际上发现了 Ｕ 外不一致性，发现了 Ｕ 外矛

盾不动项，即构造了一个悖论，但是他们没有认识

到，他们误以为悖论可以用于“反证法”，证明了“实
数不可数”，“不完全定理”，“停机问题不可判定”。

“不动项定理”表明，形形色色排除悖论的努力

都是徒劳的，只要有“自指代”，就可能产生悖论。
命题逻辑系统 Ｌ，谓词演算系统 Ｋ，只要使用“自指
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代”，同样会有悖论，集合论 ＺＦ 系统中也没有禁止

“自指代”，ＺＦ系统根本防止不了悖论，同样会产生

悖论。
“不动项定理”表明，解释清晰后的“悖论”，不

但无害，反而有益。 无害是因为，悖论是 Ｕ 外项命

题，不会对原有的集合 Ｕ 上的演算产生破坏；有益

是因为，悖论命题是 Ｕ 外的一种未定义命题，可能

是 Ｕ 外的一种新知，这给科学发现指明了一种探求

方向。
“不动项定理”还表明，经典逻辑只适用于已经

定义的集合，不动项矛盾（悖论）不能作为“反证法”
在已定义的集合上的推理依据。 可以检查一下，以
往的数学证明中，哪些“反证法”证明使用了不动项

矛盾，这些证明都是错误的，这里我检查了一些证

明，把一些错误的证明结果列表如下：
１）（Ｇöｄｅｌ 不完全定理）如果系统 Ｎ 是 ω 一致

的，那么，存在公式 μ 不是 Ｎ 的定理，且 ¬ μ 也不是

Ｎ 的定理。 即：系统 Ｎ 是不完全的［２］。
２）任何充分丰富一致的系统，如果系统公理的

哥德尔数集合是递归集合，那么它是不完全的。 特

别地，如果 ＺＦ 一致的，那么它是不完全的［２］。
３）停机问题是不可判定的，即：不存在算法对

以下问题类提供答案：
｛Ｔｕｒｉｎｇ机 Ｔｍ 在输入 ｎ 后是否会停机 ｜ ｍ，ｎ ∈

Ｎ ｝ ［２］。
４）不存在所有单变元递归函数的能行枚举［２］。
５）自然数集合上存在非递归集合。
６）自然数集合上存在非递归函数。
７）自然数集合上存在半递归谓词（存在递归可

枚举集合）。
８）（Ｃａｎｔｏｒ定理）如果 ＰＭ 为 Ｍ 的幂集，且 Ｍ ～

ＰＭ ，则存在 Ｔ ， Ｔ⊆Ｍ ，且 Ｔ∉ＰＭ 。 无穷集合的幂

集不可数［３］。
９）自然数集合与它的幂集合不可能建立一一

映射关系。 即：自然数集合的幂集不可数［３］。
１０）自然数集合与实数集合不可能建立一一映

射关系。 即：实数集合不可数［３］。

１１）对任何集合 Ｍ ， Ｍ
－

＜ ＰＭ （任何集合的基数

小于其幂集的基数）。 即：超穷数存在，层次无穷存

在［３］；
１２）（Ｃａｎｔｏｒ连续统假设）在 􀰲０ 与 ２􀰲０ 之间不

存在任何基数。
１３）（Ｇöｄｅｌ⁃Ｒｏｓｓｅｒ 定理） Ｎ 的任何递归无矛盾

扩张 Ｎ∗ 都不完备。 即：如果 Ｎ∗ 是系统 Ｎ一致的扩

充，并且 Ｎ∗ 系统公理的哥德尔数集合是递归集合，

那么 Ｎ∗ 是不完全的［４］。
１４）设从 Ｎ 可证的公式 Ｇöｄｅｌ 数全体构成的集

合记为 ＴＨ ＝ ｇ（Ｐ） ｜ Ｎ├Ｐ{ } ，若 Ｎ 无矛盾，则 ＴＨ
是非递归集合［４］。

１５）所有 Ｎ 中的恒真公式 Ｇöｄｅｌ 数全体构成的

集合记为 ＴＲ ＝ ｇ（Ｐ） ｜ ｜ Ｐ ｜ Ｎ ＝ １{ } ，则 ＴＲ 是非递

归集合［４］。
１６）（Ｔａｒｓｋｉ定理） ＴＲ 不是算术集合［４］。
…
《数理逻辑》中以此定理为基础的演绎理论都

是错误的。
除此以外，以往的数学证明中，还存在大量“反

证法”证明使用了不动项矛盾，或者使用对角线证

明方法。 这值得认真梳理与清理，这将包括哲学、递
归论、模型论、证明论、计算机理论、实变函数论等众

多科学领域，也许，大家难以相信，这些证明都是错

误的。
注　 论文（Ⅰ）、（Ⅱ）有大量省略，原稿有更详细论证，

需要请与作者联系。
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