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摘　 要：不完备序信息系统中现有优势关系存在一些不足，提出了 α 优势关系的概念；然后在 α 优势关系的粗糙集

模型上，构造了不完备序信息系统以及序决策系统的优势区分矩阵和优势决策区分矩阵。 在此基础上设计出了不

完备序信息系统以及序决策系统的属性约简算法。 此外，对比分析表明了 α 优势关系既具备了现有优势关系的优

点，克服了它们的缺点。 实例分析验证了所提出方法的有效性。
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　 　 波兰数学家 Ｐａｗｌａｋ 于 １９８２ 年提出了粗糙集理

论［１］，它是一种处理模糊、不精确性以及不确定性

的数学工具。 近年来，由于它具有诸多优势，已经被

成功地运用于数据挖掘、模式识别、数据处理、决策

分析等领域［２⁃４］。 然而，在现实生活中，由于噪声、
测量数据的不完整性等因素，不完备信息系统依然

广泛存在。 而 Ｐａｗｌａｋ 提出的经典粗糙集并不适用

不完备信息系统。 这就有必要对它进行扩充以适用

于处理不完备数据。 目前，针对不完备信息系统缺

失值的不同理解，对经典粗糙集的扩充研究有如下



模型：Ｋｒｙｓｚｋｉｅｗｉｃｚ［５］提出了基于容差关系的粗糙集

模型，把不完备信息系统中的缺失值看作是遗漏型

的，即可以和任意的对象进行比较；Ｓｔｅｆａｎｏｗｓｋｉ 等［６］

提出了基于非对称相似关系和量化容差关系的粗糙

集模型，把不完备信息系统中的缺失值看作是缺席

型的；为了克服扩展模型的不足，王国胤［７］ 又给出

了基于限制容差关系的粗糙集模型。 这方面的更多

研究，可以查看文献［８⁃１０］。
在现实世界中，很多的信息系统其属性值域可

能具有偏序性。 此时，经典粗糙集方法显得无能为

力。 为了能够处理具有偏序关系的信息系统，Ｇｒｅｃｏ
等［１１］提出了基于优势关系的粗糙集模型，即运用优

势关系代替等价关系。 为了让优势关系下的粗糙集

模型能够同时处理缺失值，Ｓｈａｏ 等［１２］把不完备序信

息系统中的缺失值看作是遗漏型的，提出了基于优

势关系的不完备序信息系统，并讨论了属性约简和

规则提取。 针对文献［１２］提出的优势关系过于宽

松，容易将实际不满足条件的对象误判为同一个优

势类，胡明礼等［１３］通过引入一个阈值得到了广义扩

展优势关系的概念，并对规则提取进行了重新考虑。
此外，针对优势系统中缺失值是缺席型的情况，杨习

贝等［１４］提出了相似优势关系的粗糙集模型，并对属

性约简做了研究。 然而这并没有弥补文献［１２］提

出的优势关系过于宽松的缺陷，并且改进后的模型

还容易将一些本属于同一决策类的对象误判为不同

决策类。 这在一定程度上会影响文献［１２］提出的

模型决策分析的效果。 因此，Ｌｕｏ 等［１５］ 进一步又给

出了限制优势粗糙集模型，既可以避免文献［１２］提
出的优势关系过于宽松的现象，又不容易将一些本

属于同一决策类的对象误判为不同的决策类。 但文

献［１５］提出的限制优势关系在某些情况下又显得

过于严格，例如：当 ２ 个对象在各属性下的取值为

ｘ ＝（４，３，２，１），ｙ ＝ （∗，∗，２，１） 时，且各属性值域

的最大值均为 ４，那么根据文献［１５］提出的限制优

势关系，对象 ｘ 是不优于对象 ｙ 的；可现实生活中，
对象 ｘ 优于对象 ｙ 的可能性是非常大的，这有可能

导致数据集中的决策规则没有充分提取。
基于此，本文在分析不完备序信息系统中现有

的几种扩展粗糙集模型的基础上，提出了基于 α 优

势关系的粗糙集模型，它既吸收了其他扩展模型的

优点，又能有效克服它们的局限性，更有利于处理现

实中的数据集。 此外，基于 α 优势关系的粗糙集模

型，给出了不完备序信息系统和序决策系统的区分

矩阵属性约简算法，并表明了其区分矩阵只能运用

属性集的幂集进行构造，而不能简单地运用单属性

集进行构造。

１　 基本概念

四元组 ＩＳ ＝ （Ｕ，ＡＴ，Ｖ，ｆ）， 其中 Ｕ 是非空有限

的对象集合， ＡＴ 是非空有限的属性集合， ＡＴ 为条

件属性集， Ｖ ＝ ∪
ａ∈ＡＴ

Ｖａ， 且 Ｖａ 是属性 ａ 的值域，满足

ｆａ：Ｕ ×ａ→Ｖａ （ ∀ｘ∈Ｕ，ａ∈ＡＴ），称四元组 ＩＳ为一

个信息系统。
若存在一个属性 ａ∈ ＡＴ 使得 Ｖａ 为空值（记作：

ｆ（ｘ，ａ） ＝ ∗ ），则称该信息系统是不完备的信息系

统，记作： ＩＩＳ ；否则称为完备的信息系统。
定义 １［１１］ 　 设 ＩＳ ＝ （Ｕ，ＡＴ，Ｖ，ｆ） 是一个完备信

息系统，对于 ∀Ａ ⊆ ＡＴ， ∀ｘ，ｙ ∈ Ｕ， 有：
Ｒ≥

Ａ ＝ ｛（ｘ，ｙ） ∈Ｕ × Ｕ ｜ ｆ（ｘ，ａ） ≥ ｆ（ｙ，ａ），∀ａ∈Ａ｝

则称 Ｒ≥
Ａ 为信息系统下的优势关系，满足这种关系

的完备信息系统称之为序信息系统，记作： ＯＩＳ 。
记： ［ｘ］≥

Ａ ＝ ｛ｙ∈ Ｕ ｜ （ｙ，ｘ） ∈ Ｒ≥
Ａ ｝ ＝ ｛ｙ∈ Ｕ ｜

ｆ（ｙ，ａ） ≥ ｆ（ｘ，ａ），∀ａ ∈ Ａ｝
为对 象 ｘ 在 序 信 息 系 统 中 的 优 势 类， 且

Ｕ ／ Ｒ≥
Ａ ＝｛［ｘ］≥

Ａ ｜ ｘ ∈ Ｕ｝ 。

定义 ２［１２］ 　 设 ＩＩＳ ＝ （Ｕ，ＡＴ，Ｖ，ｆ） 是一个不完备

信息系统，对于 Ａ ⊆ ＡＴ， ∀ｘ，ｙ ∈ Ｕ， 有

Ｒ∗≥
Ａ ＝ ｛（ｘ，ｙ） ∈ Ｕ × Ｕ ｜ ∀ａ ∈ Ａ，ｆ（ｘ，ａ） ≥
ｆ（ｙ，ａ） ∨ ｆ（ｘ，ａ） ＝ ∗ ∨ ｆ（ｙ，ａ） ＝ ∗｝

则称 Ｒ∗≥
Ａ 是不完备信息系统上的一个优势关系，满

足具有优势关系的不完备信息系统称之为不完备序

信息系统，记作： ＩＯＩＳ 。
通过 Ｒ∗≥

Ａ 的定义，显然可以看出，在条件属性

集 Ａ 下，对象 ｘ 优于对象 ｙ 。
记： ［ｙ］∗≥

Ａ ＝ ｛ｘ ∈ Ｕ ｜ （ｘ，ｙ） ∈ Ｒ∗≥
Ａ ｝， 则

［ｙ］∗≥
Ａ 描述的是：论域中的对象在条件属性 Ａ下，优

于或者等于对象 ｙ 的集合，简称为对象 ｙ 的优势类。
因此， Ｕ ／ Ｒ∗≥

Ａ 中所有的优势类构成了论域 Ｕ 的覆

盖，而不是论域 Ｕ 的划分，即 ∪ Ｕ ／ Ｒ∗≥
Ａ ＝ Ｕ 。

定义 ３［１２］ 　 设 ＩＯＩＳ ＝ （Ｕ，ＡＴ，Ｖ，ｆ） 是一个不完

备序信息系统， ∀Ｘ⊆ Ｕ， Ａ⊆ ＡＴ， 对象集合 Ｘ 在优

势关系 Ｒ∗≥
Ａ 下关于属性集 Ａ ⊆ ＡＴ 的上下近似集为
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Ｒ
－

∗≥
Ａ （Ｘ） ＝ ｛ｘ ∈ Ｕ ｜ ［ｘ］∗≥

Ａ ⊆ Ｘ｝

Ｒ
－
∗≥
Ａ （Ｘ） ＝ ｛ｘ ∈ Ｕ ｜ ［ｘ］∗≥

Ａ ∩ Ｘ ≠ ⌀｝
　 　 通过分析定义 ２，可以得出文献［１２］在不完备

序信息系统中提出的优势关系是以空值可以等于任

意值为假设前提的，即认为空值可以优于任意值，同
时又认为任意值可以优于空值，这显然不符合实际

情况。 例如：当 ｘ ＝ （１，１，∗）， ｙ ＝ （１，１，４）， ｚ ＝
（∗，∗，４） 时，其中“４”表示属性值下最大的取值，
“１”为属性值下最小的取值。 根据定义 ２ 进行分析

可得： （ｘ，ｙ） ∈ Ｒ∗≥
Ａ ， （ｘ，ｚ） ∈ Ｒ∗≥

Ａ ，（ｙ，ｘ） ∈ Ｒ∗≥
Ａ ，

（ｙ，ｚ） ∈ Ｒ∗≥
Ａ ，（ ｚ，ｘ） ∈ Ｒ∗≥

Ａ ，（ ｚ，ｙ） ∈ Ｒ∗≥
Ａ 成立。

然而事实上，缺失值 ∗ 优于属性值 ４ 以及属性值 １
优于缺失值 ∗ 的可能性是非常之小，但是属性值 ４
优于缺失值 ∗ 以及缺失值 ∗ 优于属性值 １ 必然成

立。 因此， （ｘ，ｙ） ∈ Ｒ∗≥
Ａ ，（ｘ，ｚ） ∈ Ｒ∗≥

Ａ ，（ｙ，ｚ） ∈

Ｒ∗≥
Ａ 成立的可能性是非常之小。 这说明文献［１２］

提出的优势关系的划分粒度过大，容易把不属于优

势类的对象归结到优势类中。 针对文献［１２］提出

的不完备序信息系统粗糙集模型的缺陷，文献［１５］
提出了基于限制优势关系的粗糙集模型。

定义 ４［１５］ 　 设 ＩＯＩＳ ＝ （Ｕ，ＡＴ，Ｖ，ｆ） 是一个不完

备序信息系统，对于 Ａ ⊆ ＡＴ， ∀ｘ，ｙ ∈ Ｕ， 对象在属

性集 Ａ 下的限制优势关系为

Ｒ∗
Ａ

Ｌ≥ ＝ ｛（ｘ，ｙ） ∈ Ｕ２ ｜ ∀ａ ∈ Ａ，ｆ（ｘ，ａ） ≥
ｆ（ｙ，ａ） ∨ （ ｆ（ｘ，ａ） ＝ ｍａｘＶａ ∧ ｆ（ｙ，ａ） ＝

∗） ∨ （ ｆ（ｘ，ａ） ＝ ∗ ∧ ｆ（ｙ，ａ） ＝ ｍｉｎＶａ）｝ ∪ ＩＵ
　 　 其中 ｍａｘＶａ ＝ ｛ｖ ∈ Ｖａ ｜ ∀ｖ＇ ∈ Ｖａ，ｖ ≥ ｖ＇｝，

ｍｉｎＶａ ＝ ｛ｖ∈ Ｖａ ｜ ，∀ｖ＇ ∈ Ｖａ，ｖ≤ ｖ＇｝， ＩＵ 是一个确定

关系， ＩＵ ＝ ｛（ｘ，ｘ） ｜ ｘ∈Ｕ｝ 。 因此， ［ｙ］∗Ｌ≥
Ａ ＝ ｛ｘ∈

Ｕ ｜ （ｘ，ｙ） ∈ Ｒ∗Ｌ≥
Ａ ｝

定义 ５［１５］ 　 设 ＩＯＩＳ ＝ （Ｕ，ＡＴ，Ｖ，ｆ） 是一个不完

备序信息系统， ∀Ｘ⊆ Ｕ， Ａ⊆ ＡＴ， 对象集合 Ｘ 在优

势关系 Ｒ∗Ｌ≥
Ａ 下关于属性集 Ａ⊆ ＡＴ的上下近似集为

Ｒ
－

∗Ｌ≥
Ａ （Ｘ） ＝ ｛ｘ ∈ Ｕ ｜ ［ｘ］∗Ｌ≥

Ａ ⊆ Ｘ｝

Ｒ
－
∗Ｌ≥
Ａ （Ｘ） ＝ ｛ｘ ∈ Ｕ ｜ ［ｘ］∗Ｌ≥

Ａ ∩ Ｘ ≠ ⌀｝
　 　 通过分析定义 ４ 提出的限制优势关系，可以得

出文献［１５］提出的限制优势关系过于严格，划分的

粒度过细。 例如：当 ｘ ＝ （４，３，２，１），ｙ ＝ （∗，∗，２，
１） 时，其中“４”表示属性值下最大的取值，“１”为属

性值下最小的取值。 根据定义 ４ 分析可得： （ｘ，ｙ）

∉ Ｒ∗Ｌ≥
Ａ 。 然而，事实上， （ｘ，ｙ） ∈Ｒ∗Ｌ≥

Ａ 的可能性是

非常大。 这说明文献［１５］提出的限制优势关系划

分的粒度过细，容易把一些本该属于优势类的对象

误判为不是优势类的对象，这样容易导致提取决策

规则的不完全性。 基于此，在不完备序信息系统中，
有必要提出一种相对于文献［１２］提出的优势关系

以及文献［１５］提出的限制优势关系更加灵活的优

势关系。

２　 α 优势关系的粗糙集模型

设 ＩＯＩＳ ＝ （Ｕ，ＡＴ，Ｖ，ｆ） 是一个不完备序信息系

统，对于 ∀ａ⊆ ＡＴ，∀ｘ，ｙ∈Ｕ，对象在属性 ａ 下的取

值为 Ｖａ ＝ ｛ａ１，ａ２，．．．．，ａｍ｝，并且 ａ１ ＜ ａ２ ＜ ．．． ＜ ａｍ，
根据 Ｖａ 的排序，令 ａ１ ＝ １，ａ２ ＝ ２，．．．，ａｍ ＝ ｍ，则对象

在属性 ａ 下的取值转变为 Ｖ＇
ａ ＝ ｛１，２，．．．．，ｍ｝， 其中

Ｖ＇
ａ（ｘ） 为对象 ｘ 在 Ｖ＇

ａ 中转化的值。
定义 ６ 　 设 ＩＯＩＳ ＝ （Ｕ，ＡＴ，Ｖ，ｆ） 是一个不完备

序信息系统，对于 ∀ａ ⊆ ＡＴ， ∀ｘ，ｙ ∈ Ｕ， 对象在属

性 ａ 下的取值为 Ｖａ ＝ ｛ａ１，ａ２，．．．，ａｍ｝， 并且 ａ１ ＜ ａ２

＜ ．．． ＜ ａｍ， 则对象 ｘ 在属性集 ａ 下优于 ｙ 的概率为

Ｒａ（ｘ，ｙ） ＝

１，ｆ（ｘ，ａ） ≥ ｆ（ｙ，ａ）

Ｖ＇
ａ（ｘ）
ｍ

，ｆ（ｘ，ａ） ≠ ∗ ∧ ｆ（ｙ，ａ） ＝ ∗

ｍ － Ｖ＇
ａ（ｙ） ＋ １
ｍ

，ｆ（ｘ，ａ）＝ ∗∧ ｆ（ｙ，ａ） ≠∗

１
ｍ
，ｆ（ｘ，ａ） ＝ ∗ ∧ ｆ（ｙ，ａ） ＝ ∗

０，ｆ（ｘ，ａ） ＜ ｆ（ｙ，ａ）

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ïï

　 　 从定义 ６ 中得知，在单属性下，２ 个对象优于的

程度在 ０ 和 １ 之间。 当对象 ｘ 在属性 ａ 下取值完全

小于对象 ｙ 的取值时，用数值 ０ 来表示对象 ｘ 劣于

对象 ｙ 的程度，即概率；当对象 ｘ 在属性 ａ 下取值完

全大于对象 ｙ 的取值时，用数值 １ 来表示对象 ｘ 优

于对象 ｙ 的程度。 然而，当对象 ｘ 和对象 ｙ 有一个

缺失值时，且对象在属性下取值的多样性，使得很难

确定 ２ 个对象的优于程度；根据概率的含义，即在 ｍ
个数中，有 ｎ 个数优于一个确定数值的概率为 ｎ ／ ｍ，
得出定义 ６，２ 个对象中有一个为缺失值时它们的优

于程度。 当 ２ 个对象都为缺失值时，没有根据可以

判别它们之间优于程度，因此，运用 １ ／ ｍ 概率来表

示，意味着优于程度很小。
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定义 ７　 设 ＩＯＩＳ ＝ （Ｕ，ＡＴ，Ｖ，ｆ） 是一个不完备

序信息系统，对于 Ａ ⊆ ＡＴ， ∀ｘ，ｙ ∈ Ｕ， 则对象 ｘ 在

属性集 Ａ 下优于 ｙ 的概率为

ＲＡ（ｘ，ｙ） ＝ ∏
ａ∈Ａ

Ｒａ（ｘ，ｙ）

　 　 通过定义 ７，可以得出不完备序信息系统各个

对象的优势类如下：
定义 ８　 设 ＩＯＩＳ ＝ （Ｕ，ＡＴ，Ｖ，ｆ） 是一个不完备

序信息系统，对于 Ａ ⊆ ＡＴ， ∀ｘ，ｙ ∈ Ｕ， 有

Ｒ∗α≥
Ａ ＝ ｛（ｘ，ｙ） ∈ Ｕ × Ｕ ｜ ＲＡ（ｘ，ｙ） ≥ α｝

则称 Ｒ∗α≥
Ａ 是不完备序信息系统上的一个 α 优势关

系，其中 ０ ＜ α ≤ １。
记： ［ｙ］∗α≥

Ａ ＝ ｛ｘ ∈ Ｕ ｜ （ｘ，ｙ） ∈ Ｒ∗α≥
Ａ ｝， 则

［ｙ］∗α≥
Ａ 描述的对象是：在条件属性集Ａ下，以α的优势

度优于对象 ｙ的最大对象的集合，简称为对象 ｙ的α优

势类。 由于 Ｕ／ Ｒ∗α≥
Ａ 表示所有与优势关系族 Ｒ∗α≥

Ａ 相

关的知识，记作 Ｕ／ Ｒ∗α≥
Ａ ＝ ｛［ｘ］∗α≥

Ａ ｜ ｘ ∈ Ｕ｝， 则

Ｕ／ Ｒ∗α≥
Ａ 中的任何一个元素都是属于 α 优势类。 从而

可以得知 Ｕ／ Ｒ∗α≥
Ａ 中所有的 α 优势类构成了 Ｕ 中的覆

盖，而不是 Ｕ 中的划分，即∪ Ｕ／ Ｒ∗α≥
Ａ ＝ Ｕ 。

根据定义 ８，结合定义 ２ 和定义 ４ 的概念，显然

可以得出：当 α ＞ ０ 时， Ｒ∗α≥
Ａ ＝ Ｒ∗≥

Ａ ； 当 α ＝ １ 时，

Ｒ∗α≥
Ａ ＝ Ｒ∗Ｌ≥

Ａ 。 因此，在不完备序信息系统中，本文

提出的 α 优势关系是文献［１２］提出的优势关系和

文献［１５］提出的限制优势关系的一种扩展形式。
性质 １　 设 ＩＯＩＳ ＝ （Ｕ，ＡＴ，Ｖ，ｆ） 是一个不完备

序信息系统，则 α 优势关系满足如下性质：
１） Ｒ∗α≥

Ａ 满足自反性，不满足对称性和传递性；

２）当 Ｂ ⊆ Ａ ⊆ ＡＴ 时， Ｒ∗α≥
ＡＴ ⊆ Ｒ∗α≥

Ａ ⊆ Ｒ∗α≥
Ｂ ；

３）当 Ｂ ⊆ Ａ ⊆ ＡＴ 时， ∀ｘ ∈ Ｕ，
［ｘ］∗α≥

ＡＴ ⊆ ［ｘ］∗α≥
Ａ ⊆ ［ｘ］∗α≥

Ｂ 。
　 　 性质 ２　 设 ＩＯＩＳ ＝ （Ｕ，ＡＴ，Ｖ，ｆ） 是一个不完备

序信息系统，对于 Ａ⊆ ＡＴ， Ｒ∗≥
Ａ 、 Ｒ∗Ｌ≥

Ａ 、 Ｒ∗α≥
Ａ 三者

优势关系满足如下性质：
１） Ｒ∗≥

Ａ ≺ Ｒ∗Ｌ≥
Ａ ≺ Ｒ∗α≥

Ａ ， ≺ 表示优于 ；

２） ∀ｘ ∈ Ｕ，［ｘ］∗Ｌ≥
Ａ ⊆ ［ｘ］∗α≥

Ａ ⊆ ［ｘ］∗≥
Ａ 。

定义 ９　 设 ＩＯＩＳ ＝ （Ｕ，ＡＴ，Ｖ，ｆ） 是一个不完备

序信息系统， ∀Ｘ⊆ Ｕ， Ａ⊆ ＡＴ， 对象集合 Ｘ 在优势

关系 Ｒ∗α≥
Ａ 下关于属性集 Ａ ⊆ ＡＴ 的上下近似集为：

Ｒ－
∗α≥
Ａ （Ｘ） ＝ ｛ｘ ∈ Ｕ ｜ ［ｘ］∗α≥

Ａ ⊆ Ｘ｝ ＝

｛ｘ ∈ Ｘ ｜ ［ｘ］∗α≥
Ａ ⊆ Ｘ｝

Ｒ
－ ∗α≥
Ａ （Ｘ） ＝ ｛ｘ ∈ Ｕ ｜ ［ｘ］∗α≥

Ａ ∩ Ｘ ≠ ⌀｝ ＝

∪ ｛［ｘ］∗α≥
Ａ ｜ ｘ ∈ Ｘ｝

　 　 可以看出， Ｒ－
∗α≥
Ａ （Ｘ） 是确定属于 Ｘ 的一些对象

集，然而 Ｒ
－ ∗α≥
Ａ （Ｘ） 是可能属于 Ｘ 的一些对象集。

定理 １　 设 ＩＯＩＳ ＝ （Ｕ，ＡＴ，Ｖ，ｆ） 是一个不完备

序信息系统，对于属性集 ∀Ａ ⊆ ＡＴ， 对象集 ∀
Ｘ ⊆Ｕ， 则 可 以 得 出 Ｒ－

∗≥
Ａ （Ｘ） ⊆ Ｒ－

∗α≥
Ａ （Ｘ） ⊆

Ｒ－
∗Ｌ≥
Ａ （Ｘ），Ｒ

－ ∗Ｌ≥
Ａ （Ｘ） ⊆ Ｒ

－ ∗α≥
Ａ （Ｘ） ⊆ Ｒ

－ ∗≥
Ａ （Ｘ）。

证明 　 由性质 ２ 可得， ∀Ａ ⊆ ＡＴ，∀ｘ ∈ Ｕ，
［ｘ］∗Ｌ≥

Ａ ⊆［ｘ］∗α≥
Ａ ⊆［ｘ］∗≥

Ａ ，结合三者关系上下近似

的定义，∀Ｘ⊆Ｕ，得出 Ｒ－
∗≥
Ａ （Ｘ） ⊆ Ｒ－

∗α≥
Ａ（Ｘ）⊆ Ｒ－

∗Ｌ≥
Ａ （Ｘ），

Ｒ
－ ∗Ｌ≥
Ａ （Ｘ） ⊆ Ｒ

－ ∗α≥
Ａ （Ｘ） ⊆ Ｒ

－ ∗≥
Ａ （Ｘ）。 证毕。

从定理 １ 可知，当 α ＞ ０ 时， Ｒ－
∗α≥
Ａ Ｘ ＝ Ｒ－

∗≥
Ａ Ｘ，

Ｒ
－ ∗α≥
Ａ Ｘ ＝ Ｒ

－ ∗≥
Ａ Ｘ ；当 α ＝ １ 时， Ｒ－

∗α≥
Ａ Ｘ ＝ Ｒ－

∗Ｌ≥
Ａ Ｘ，

Ｒ
－ ∗Ｌ≥
Ａ Ｘ ＝ Ｒ

－ ∗α≥
Ａ Ｘ。 从而又可以验证了基于 α 优势关

系的粗糙集模型是文献［１２］提出的优势关系粗糙

集模型和文献［１５］提出的限制优势关系粗糙集模

型的一种扩展形式；因此，本文提出的 α优势关系的

粗糙集模型更具有灵活性，更加符合实际情况，更有

利于去处理现实中存在的不完备序信息系统。

３ 　 基于 α 优势关系粗糙集模型的属
性约简

３．１　 不完备序信息系统的属性约简

定义 １０　 设 ＩＯＩＳ ＝ （Ｕ，ＡＴ，Ｖ，ｆ） 是一个不完备

序信息系统，对于属性集 Ａ ⊆ ＡＴ， 称属性集 Ａ 是

ＩＯＩＳ 的一个优势约简当且仅当 Ｒ∗α≥
Ａ ＝ Ｒ∗α≥

ＡＴ ， 且

∀Ｂ ⊂ Ａ，Ｒ∗α≥
Ｂ ≠ Ｒ∗α≥

ＡＴ 成立。
定义 １０ 表明了基于 α 优势关系的不完备序信

息系统的属性约简保持的是对象的 α优势类不变的

最小属性组成的集合。 基于此，下面给出其优势区

分矩阵构造的方法：
定义 １１　 设 ＩＯＩＳ ＝ （Ｕ，ＡＴ，Ｖ，ｆ） 是一个不完备

序信息系统，对于 ∀ｘ，ｙ ∈ Ｕ， 有

Ｄ∗α≥
ＡＴ （ｘ，ｙ） ＝

｛Ａ ∈ ＡＴ ｜ ｙ ∉ ［ｘ］∗α≥
Ａ ｝，ｙ ∉ ［ｘ］∗α≥

ＡＴ

ＡＴ，ｙ ∈ ［ｘ］∗α≥
ＡＴ

{
　 　 称 Ｄ∗α≥

ＡＴ ＝ ｛Ｄ∗α≥
ＡＴ （ｘ，ｙ） ｜ ∀ｘ，ｙ∈Ｕ｝ 为 ＩＯＩＳ关

于 α 优势关系的优势区分矩阵，其中属性集 Ａ 为属

性集 ＡＴ 的幂集。
根据对以往知识的了解，区分矩阵的构造是可
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以仅仅在单元素下进行。 但是，在 α 优势关系的粗

糙集模型中，这样的构造是不成立的，如
假设基于 α优势关系的优势区分矩阵可以如下

构造：

Ｄ∗α≥
ＡＴ （ｘ，ｙ） ＝

｛ａ ∈ ＡＴ ｜ ｙ ∉［ｘ］∗α≥
ａ ｝，ｙ ∉［ｘ］∗α≥

ＡＴ

ＡＴ，ｙ ∈［ｘ］∗α≥
ＡＴ

{
　 　 存在这样的不完备序信息系统： Ｕ ＝ ｛ｘ，ｙ｝，
ＡＴ ＝｛ａ，ｂ，ｃ｝，ｘ ＝ （３，∗，２），ｙ ＝ （∗，２，１）， 其中在

属性 ａ 下，最大的取值为 ４；在属性 ｂ 下，最大的取值

为 ３；根据定义 ６ 和定义 ７，计算得出对象在条件属

性集下的优势概率为： ＲＡＴ（ｘ，ｙ）＝ ３ ／ ４ × ２ ／ ３ ＝ １ ／ ２。
当 α ＝ ０．６ 时，可以得出对象 ｘ 不是对象 ｙ 的 α 优势

类，即 ｘ∉［ｙ］∗α≥
ＡＴ ； 因此，运用单元素构成的优势区

分矩阵对不完备序信息系统进行属性约简，可以得

出其约简为空集，这显然不符合属性约简的概念。
但是，当根据定义 １１，即运用属性集的幂集构成的

优势区分矩阵对该不完备序信息系统进行属性约简

时，可以得出属性集 ｛ａ，ｂ｝ 为该系统的约简。 显

然，可以验证基于 α 优势关系粗糙集模型的优势区

分矩阵应该是在属性集的幂集下进行的。
定理 ２ 　 设 ＩＯＩＳ ＝ （Ｕ，ＡＴ，Ｖ，ｆ） 是一个不完备

序信息系统，对于 Ａ ⊆ ＡＴ，Ｄ∗α≥
ＡＴ （ｘ，ｙ） 是基于 α 优

势关系的优势区分矩阵， ∀ｘ，ｙ ∈ Ｕ，Ａ ∩ Ｄ∗α≥
ＡＴ

（ｘ，ｙ） ≠⌀（Ｄ∗α≥
ＡＴ （ｘ，ｙ） ≠ ⌀） 当且仅当 Ｒ∗α≥

Ａ ＝

Ｒ∗α≥
ＡＴ 。

证明　 （⇒） 对于 ∀ｘ，ｙ ∈ Ｕ，Ａ ⊆ ＡＴ， 由性质

１ 可得 Ｒ∗α≥
ＡＴ ⊆ Ｒ∗α≥

Ａ 。 要证明 Ｒ∗α≥
Ａ ＝ Ｒ∗α≥

ＡＴ ， 因此

只需要证明 Ｒ∗α≥
ＡＴ ⊇ Ｒ∗α≥

Ａ 即可。 然而由于 Ａ ∩

Ｄ∗α≥
ＡＴ （ｘ，ｙ） ≠ ⌀（Ｄ∗α≥

ＡＴ （ｘ，ｙ） ≠ ⌀）， 即存在 ａ ∈

Ａ，ａ ∈ Ｄ∗α≥
ＡＴ （ｘ，ｙ）， 可以得出 ｙ ∉ ［ｘ］∗α≥

ａ ， 即 ｙ ∉

［ｘ］∗α≥
Ａ ， 则 ｙ ∉ ［ｘ］∗α≥

ＡＴ ； 因为 ｙ 是任意的，所以可

以得出 Ｒ∗α≥
ＡＴ ⊇ Ｒ∗α≥

Ａ ， 即 Ｒ∗α≥
Ａ ＝ Ｒ∗α≥

ＡＴ 。

（⇐） 由 于 Ｒ∗α≥
Ａ ＝ Ｒ∗α≥

ＡＴ ， 可 得 ∀ｘ ∈ Ｕ，

［ｘ］∗α≥
Ａ ＝ ［ｘ］∗α≥

ＡＴ ， 则存在 ａ ∈ Ａ， 当 ｙ ∉ ［ｘ］∗α≥
ＡＴ

时， ｙ ∉ ［ｘ］∗α≥
ａ ， 即 Ａ ∩ Ｄ∗α≥

ＡＴ （ｘ，ｙ） ≠ ⌀。 证毕。

因此，令 Δ∗≥ ＝ ∧
（ｘ，ｙ）∈Ｕ×Ｕ

∨ Ｄ∗α≥
ＡＴ （ｘ，ｙ） 为 α 优势

关系下不完备序信息系统的区分函数， Δ∗≥（ｘ） ＝
∧
ｙ∈Ｕ

∨ Ｄ∗α≥
ＡＴ （ｘ，ｙ） 为对象 ｘ 在 α 优势关系下不完备

序信息系统的区分函数。
在 α 优势关系的不完备序信息系统中，由于区

分函数 Δ∗≥ ＝ ∧
（ｘ，ｙ）∈Ｕ×Ｕ

∨ Ｄ∗α≥
ＡＴ （ｘ，ｙ） 中 Ｄ∗α≥

ＡＴ （ｘ，ｙ）

是属性集的幂集组成的集合，因此，运用 ∧ 作为连

接符。 例如： Ｄ∗α≥
ＡＴ （ｘ，ｙ） 中区分这 ２ 个对象的属性

集合为 ａ ∧ ｂ， 可以写成 ａｂ 。 即在优势区分矩阵

中，“，”表示“或”含义。
推论 １　 设 ＩＯＩＳ ＝ （Ｕ，ＡＴ，Ｖ，ｆ） 是一个不完备

序信息系统， 对于 ＡＴ ＝ ｛ａ，ｂ，ｃ｝， 若区分函数

Ｄ∗α≥
ＡＴ （ｘ，ｙ） 中的 ２ 个对象可以运用属性集 ａ、ｂ、ａｂ、

ａｂｃ 加以区分，则 ａｂ、ａｂｃ 可以省略。
推论 ２　 设 ＩＯＩＳ ＝ （Ｕ，ＡＴ，Ｖ，ｆ） 是一个不完备

序信息系统， 对于 ＡＴ ＝ ｛ａ，ｂ，ｃ｝， 若区分函数

Ｄ∗α≥
ＡＴ （ｘ，ｙ） 中的 ２ 个对象仅仅能用属性集 ａｂ 来区

分，则属性集 ａｂ 为这 ２ 个对象的区分属性集。
３．２ 　 不完备序决策系统的属性约简

在 α 优势关系的不完备序信息系统中，若添加

决策属性 ｄ， 则不完备序信息系统可以转变为

ＩＯＤＳ ＝（Ｕ，ＡＴ ∪ ｛ｄ｝，Ｖ，ｆ） 情形，其中属性 ｄ 也是

一个准则，称之为决策属性， ｄ ∉ ＡＴ 且 ∗ ∉ Ｖｄ， 则

称 ＩＯＤＳ 为不完备序决策系统。
记： Ｒ∗α≥

ｄ ＝ ｛（ｘ，ｙ） ｜ ｆ（ｘ，ｄ） ≥ ｆ（ｙ，ｄ）｝， 则称

Ｒ∗α≥
ｄ 为决策属性 ｄ 的一个优势关系。 因此，可以记

作： ［ｙ］∗α≥
ｄ ＝ ｛ｘ ∈ Ｕ ｜ （ｘ，ｙ） ∈ Ｒ∗α≥

ｄ ｝。
定义 １２　 设 ＩＯＤＳ ＝ （Ｕ，ＡＴ ∪ ｛ｄ｝，Ｖ，ｆ） 是一

个不完备序决策系统，若 Ｒ∗α≥
ＡＴ ⊆ Ｒ∗α≥

ｄ ， 则称 α 优

势关系的不完备序决策系统是协调的；否则称为不

协调的。
定义 １３　 设 ＩＯＤＳ ＝ （Ｕ，ＡＴ ∪ ｛ｄ｝，Ｖ，ｆ） 是一

个不完备序决策系统，对于属性集 Ａ ⊆ ＡＴ， 称属性

集 Ａ 是 ＩＯＤＳ 的一个优势约简当且仅当 Ｒ∗α≥
Ａ ⊆

Ｒ∗α≥
ｄ ， 且 ∀Ｂ ⊂ Ａ，Ｒ∗α≥

Ｂ ⊄ Ｒ∗α≥
ｄ 成立。

从定义 １３ 中可以得出，基于 α 优势关系的不完

备序决策系统的属性约简保持 α优势关系的协调性

不变的最小子集。 下面给出其优势决策区分矩阵构

造的方法。
定义 １４ 　 设 ＩＯＤＳ ＝ （Ｕ，ＡＴ ∪ ｛ｄ｝，Ｖ，ｆ） 是一

个不完备序决策系统，对于 ∀ｘ，ｙ ∈ Ｕ， 有

Ｄ∗α≥
ｄ （ｘ，ｙ） ＝

｛Ａ ∈ ＡＴ ｜ ｙ ∉ ［ｘ］∗α≥
Ａ ｝，ｙ ∉ ［ｘ］∗α≥

ｄ

ＡＴ，ｙ ∈ ［ｘ］∗α≥
ｄ

{
其中 Ｄ∗α≥

ｄ ＝ ｛Ｄ∗α≥
ｄ （ｘ，ｙ） ｜ ∀ｘ，ｙ ∈ Ｕ｝ 称为 ＩＯＤＳ

中基于 α 优势关系的优势决策区分矩阵。
定理 ３　 设 ＩＯＤＳ ＝ （Ｕ，ＡＴ ∪ ｛ｄ｝，Ｖ，ｆ） 是一个
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不完备序决策系统，对于 Ａ ⊆ ＡＴ，Ｄ∗α≥
ｄ （ｘ，ｙ） 是基

于 α 优势关系的优势决策区分矩阵， ∀ｘ，ｙ ∈ Ｕ，Ａ
∩ Ｄ∗α≥

ｄ （ｘ，ｙ） ≠ ⌀（Ｄ∗α≥
ｄ （ｘ，ｙ） ≠ ⌀） 当且仅当

Ｒ∗α≥
Ａ ⊆ Ｒ∗α≥

ｄ 。
证明　 （⇒） 对于 ∀ｘ ∈ Ｕ，Ａ ⊆ ＡＴ， 根据性质

１，可以得出 ［ｘ］∗α≥
ＡＴ ⊆ ［ｘ］∗α≥

Ａ 。 又由于 ∀ｘ，ｙ ∈

Ｕ，Ａ∩Ｄ∗α≥
ｄ （ｘ，ｙ） ≠⌀（Ｄ∗α≥

ｄ （ｘ，ｙ） ≠⌀），即 ｙ∉

［ｘ］∗α≥
ｄ ，ｙ ∉ ［ｘ］∗α≥

Ａ ， 由于对象 ｙ 的任意性，则可以

得出 ［ｘ］∗α≥
Ａ ⊆ ［ｘ］∗α≥

ｄ ， 即 Ｒ∗α≥
Ａ ⊆ Ｒ∗α≥

ｄ 。

（⇐） 由于 Ｒ∗α≥
Ａ ⊆ Ｒ∗α≥

ｄ ， 则 ∀ｘ ∈ Ｕ， 有

［ｘ］∗α≥
Ａ ⊆ ［ｘ］∗α≥

ｄ 成立。 即当 ｙ ∉ ［ｘ］∗α≥
ｄ 时， ｙ ∉

［ｘ］∗α≥
Ａ ， 因此 Ａ ∩ Ｄ∗α≥

ｄ （ｘ，ｙ） ≠ ⌀。 证毕。

因此， Δ∗≥
ｄ ＝ ∧

（ｘ，ｙ）∈Ｕ×Ｕ
∨ Ｄ∗α≥

ｄ （ｘ，ｙ） 为 α 优势关

系下不完备序决策系统的区分函数， Δ∗≥
ｄ （ｘ） ＝

∧
ｙ∈Ｕ

∨ Ｄ∗α≥
ｄ （ｘ，ｙ） 为对象 ｘ 在 α 优势关系下不完备

序决策系统的区分函数。

４　 实例分析

例 １　 下面给出一个不完备序决策系统，其中

Ｕ ＝ ｛１，２，３，４，５｝，ＡＴ ＝ ｛ａ，ｂ，ｃ｝ 为条件属性， ｄ为决

策属性，且对象在单个条件属性 ａ、ｂ、ｃ 下最大的取

值分别为 ４、３、３，最小值都是 １。 运用表 １ 给出的不

完备序决策系统来分析文献［１２］提出的优势关系、
文献［１５］提出的限制优势关系以及本文提出的 α
优势关系之间的性能；并计算 α 优势关系不完备序

信息系统与决策系统的属性约简。
表 １　 不完备序决策系统

Ｔａｂｌｅ １　 Ｉｎｃｏｍｐｌｅｔｅ ｏｒｄｅｒｅｄ ｄｅｃｉｓｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ

Ｕ ａ ｂ ｃ ｄ

１ １ １ １ １

２ ４ ３ ∗ ２

３ ３ ∗ ２ ２

４ １ ２ ３ ３

５ ∗ ２ １ ２

　 　 １）把表 １ 中的决策属性去掉，不完备序决策系

统转化为不完备序信息系统，分析三者优势关系之

间的关系。
① 根据定义 ２，可得文献［１２］提出的优势关系

下，各个对象的优势类为： ［１］∗≥
ＡＴ ＝ ｛１，２，３，４，５｝，

［２］∗≥
ＡＴ ＝ ｛２｝， ［３］∗≥

ＡＴ ＝ ｛２，３｝， ［４］∗≥
ＡＴ ＝ ｛２，４｝，

［５］∗≥
ＡＴ ＝ ｛２，３，４，５｝。
② 根据定义 ４，可以得出文献［１５］提出的限制

优势关系下，各个对象的优势类为： ［１］∗Ｌ≥
ＡＴ ＝ ｛１，２，

３，４，５｝， ［２］ ∗Ｌ≥
ＡＴ ＝｛２｝， ［３］∗Ｌ≥

ＡＴ ＝ ｛３｝， ［４］∗Ｌ≥
ＡＴ ＝

｛４｝，［５］∗Ｌ≥
ＡＴ ＝ ｛２，５｝。

③ 令 α ＝ ０．６， 根据定义 ８，可得 α 优势关系下，
各个对象的 α 优势类为： ［１］∗α≥

ＡＴ ＝ ｛１，２，３，４，５｝，

［２］∗α≥
ＡＴ ＝ ｛２｝， ［３］∗α≥

ＡＴ ＝ ｛２，３｝， ［４］∗α≥
ＡＴ ＝ ｛４｝，

［５］∗α≥
ＡＴ ＝ ｛２，５｝。
根据定义得出三者优势关系下各个对象的优势

类，在文献［１２］提出的优势关系下，对象 ４ 的优势

类为对象 ２、４，然而在条件属性 ｃ 下，由于对象 ４ 取

得最大值，因此，对象 ２ 优于对象 ４ 的可能性是非常

之小；另外，对象 ５ 的优势类为对象 ２、３、４、５，然而

在条件属性 ａ 下，对象 ４ 优于对象 ５ 的可能性也是

非常之小。 因此，可以说文献［１２］提出的优势关系

划分的粒度过大了。 在文献［１５］提出的限制优势

关系下，对象 ３ 的优势类为对象 ３，然而对象 ２ 优于

对象 ３ 的可能性是非常之大。 因此，说明了文献

［１５］提出的限制优势关系划分的粒度过细了。 然

而，在 α 优势关系下，设定确定的 α 取值，各个对象

的优势类就不会出现上述的情况；可以看出， α优势

关系吸取了上述两者优势关系的优点，丢弃了两者

的缺陷，更加符合实际情况，更有利于去处理现实生

活中存在复杂的不完备序信息系统。
２）不完备序信息系统的属性约简

根据定义 １１，结合 α 优势类，可以得出不完备

序信息系统的优势区分矩阵如表 ２。
表 ２　 优势区分矩阵

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｄｏｍｉｎａｎｃｅ ｄｉｓｃｅｒｎｉｂｉｌｉｔｙ ｍａｔｒｉｘ

Ｕ １ ２ ３ ４ ５

１ ａ，ｂ，ｃ ａ，ｂ，ｃ ａ，ｂ，ｃ ｂ，ｃ ａ，ｂ

２ ａ，ｂ，ｃ ａ，ｂ，ｃ ａ，ｂ，ｃ ｃ ａ，ｂ，ｃ

３ ａ，ｂ，ｃ ａ，ｂ ａ，ｂ，ｃ ｃ ａｂ

４ ａ，ｂ，ｃ ａ，ｂ ａ ａ，ｂ，ｃ ａ

５ ａ，ｂ，ｃ ａ，ｂ，ｃ ａ，ｃ ｃ ａ，ｂ，ｃ

　 　 故 Δ∗≥ ＝ （ａ ∨ ｂ ∨ ｃ） ∧ （ａ ∨ ｂ） ∧ ａ ∧ ｃ ∧
（ａ ∨ ｃ） ∧ （ａ ∧ ｂ） ∧ （ｂ ∨ ｃ） ＝ ａｂｃ， 即该不完备

序信息系统的属性约简为 ａｂｃ。
３）不完备序决策系统的属性约简。
由于各个对象在决策属性下的优势类如下：
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［１］∗α≥
ｄ ＝ ｛１，２，３，４，５｝，［２］∗α≥

ｄ ＝ ｛２，３，４，５｝，

［３］∗α≥
ｄ ＝ ｛２，３，４，５｝，［４］∗α≥

ｄ ＝ ｛４｝，［５］∗α≥
ｄ ＝ ｛２，

３，４，５｝。
因此，得出 Ｒ∗α≥

ＡＴ ⊆ Ｒ∗α≥
ｄ ， 即该不完备序决策

系统是协调的。
根据定义 １４，可以得出不完备序决策系统的优

势决策区分矩阵如表 ３。
表 ３　 优势决策区分矩阵

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｄｏｍｉｎａｎｃｅ ｄｅｃｉｓｉｏｎ ｄｉｓｃｅｒｎｉｂｉｌｉｔｙ ｍａｔｒｉｘ

Ｕ １ ２ ３ ４ ５

１ ａ，ｂ，ｃ ａ，ｂ，ｃ ａ，ｂ，ｃ ｂ，ｃ ａ，ｂ

２ ａ，ｂ，ｃ ａ，ｂ，ｃ ａ，ｂ，ｃ ｃ ａ，ｂ，ｃ

３ ａ，ｂ，ｃ ａ，ｂ，ｃ ａ，ｂ，ｃ ｃ ａ，ｂ，ｃ

４ ａ，ｂ，ｃ ａ，ｂ，ｃ ａ，ｂ，ｃ ａ，ｂ，ｃ ａ，ｂ，ｃ

５ ａ，ｂ，ｃ ａ，ｂ，ｃ ａ，ｂ，ｃ ｃ ａ，ｂ，ｃ

　 　 Δ∗≥
ｄ ＝ （ａ ∨ ｂ ∨ ｃ） ∧ （ｂ ∨ ｃ） ∧ ｃ ∧

（ａ ∨ ｂ） ＝ａｃ ∨ ｂｃ ，即表 １ 中不完备序决策系统的

属性约简为 ｛ａ，ｃ｝ 或者 ｛ｂ，ｃ｝ 。

５　 结束语

由于现实中处理的数据很多是不完备的，且存

在偏序性，因此研究处理这种复杂数据情况的粗糙

集方法是很有实际意义的。 本文通过对现有优势关

系的分析后提出了 α优势关系及其相应的粗糙集模

型，以使得对不完备序信息系统的数据分析更加合

理。 此外，在基于 α优势关系的粗糙集模型上，给出

了不完备序信息系统的优势区分矩阵以及不完备序

决策系统的优势决策区分矩阵，从而实现了属性约

简，同时也表明了区分矩阵只能运用属性集的幂集

进行构造，而不能运用单个属性集进行构造。
需要指出的是，在 α优势关系的基础上，还可以

进一步研究不协调不完备序决策系统的属性约简算

法，这是本文的下一步工作任务。
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