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不可满足子式研究

殷明浩，李欣
（东北师范大学 计算机科学与信息技术学院，吉林 长春 １３０１１７）

摘　 要：为了广泛有效地将不可满足子式应用于知识验证、产品规划、硬件和软件的设计与验证等领域，对不可满足

子式进行了相关研究．对当前不可满足子式的主要相关算法进行了概述评论、分类归纳，并从计算复杂性角度介绍了

其子类、参数复杂性以及 ＱＢＦ 中的极小不可满足子式．总结了近 １０ 年来不可满足子式的理论与算法，讨论了不可满

足子式的未来研究发展方向．研究有利于进一步发现不可满足的根本原因，从而进行有针对性地改进，并对相关人员

的研究提供帮助．
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　 　 可满足性问题（ｓａｔｉｓｆｉａｂｉｌｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍ， ＳＡＴ）是当

前人们研究得最多的约束可满足性问题，也是当今

计算机科学和人工智能研究的核心问题．在实际应

用领域中的很多问题，例如等价性检查、大规模集成

电路的自动布线、自动测试向量生成、硬件与软件的

属性验证等都可转化为约束可满足问题，即能够归

约为一阶逻辑公式或命题逻辑．然而，仅仅判断命题

逻辑的可满足性是无法满足实际要求的．当公式不

可满足时，为了查找不可满足的原因，往往要删除无

关子句进而提取不可满足子式．目前，研究人员对不

可满足子式的算法研究和相应计算的复杂性表现出

了极大兴趣．寻找最小不可满足子式的决策问题是

∑ ２
⁃ｃｏｍｐｌｅｔｅ 问题［１］，寻找一个极小不可满足子式

是 Ｄｐ ⁃ｃｏｍｐｌｅｔｅ 问题． 目前有很多算法是关于极

小［２⁃１１］和最小不可满足子式［１２⁃１４］ 的提取，这些提取

不可满足子式的算法主要应用于形式验证领域．极
小不可满足子式可以更好地解释不可满足的根源所



在，最小不可满足子式可以精确地定位错误原因，但
是其求解难度极大．随着 ＳＭＴ（ ｓａｔｉｓｆｉａｂｉｌｉｔｙ ｍｏｄｕｌｏ
ｔｈｅｏｒｉｅｓ）技术的不断发展，它开始逐渐取代 ＳＡＴ．相
对于 ＳＡＴ，ＳＭＴ 具有更好的抽象能力，更接近于高层

设计，极具发展潜力．它使用字级建模，不必像 ＳＡＴ
那样将问题转化为位级处理，从而减少了空间和时

间的开销．ＳＭＴ 可以看作是 ＳＡＴ 问题的一个扩展，
它极大地补充了 ＳＡＴ 的不足之处．求解其极小不可

满足子式算法也极具实际意义． ＳＭＴ 技术是近几年

发展起来的，目前提取 ＳＭＴ 中极小不可满足子式的

算法比较少． Ｃｉｍａｔｔｉ［１５⁃１６］ 提出了一个新颖的方式

ｌｅｍｍａ⁃Ｌｉｆｔ 来提取 ＳＭＴ 极小不可满足子式；张建

民［１７］提出了基于 ＤＰＬＬ（Ｔ）的深度优先搜索的极小

ＳＭＴ 不可满足子式求解算法 ＤＦＳ⁃ＭＵＳＥ 和宽度优

先搜索的极小 ＳＭＴ 不可满足子式的求解算法 ＢＦＳ⁃
ＭＵＳＥ．２０１０ 年，他又提出了基于冲突分析与否证蕴

含的极小 ＳＭＴ 不可满足子式求解算法 ＣＡＲＩ⁃
ＭＵＳＥ［１８］，该算法的效果明显好于 ＤＦＳ⁃ＭＵＳＥ 算法，
性能随着时间复杂度的增加更加明显．

研究不可满足子式的复杂性对不可满足子式求

解算法也极具重大意义．Ｈ．Ｋ．Ｂüｎｉｎｇ 和赵希顺［１９］ 对

不可满足的子类进行了研究，介绍了各子类的特性，
并在文献中对子类的复杂性进行了证明［２０］ ． Ｈ．
Ｆｌｅｉｓｃｈｎｅ［２１］、Ｓ． Ｓｚｅｉｄｅ［２２］ 将固定参数的概念与极小

不可满足子式中固定差值概念相关联，证明了固定

参数的极小不可满足子式的计算复杂性．带量词的

布尔公式 ＱＢＦ 作 ＳＡＴ 公式的自然扩展具有紧凑的

空间结构以及更强大、更直观的表达能力，对 ＱＢＦ
中极小不可满足子式的研究有利于探索新的 ＱＢＦ
算法．赵希顺［２３］ 证明了 ＱＢＦ 中，对 ＱＣＮＦ 公式固定

差值为 １ 的极小不可满足子式可以在多项式时间内

有解．

１　 相关定义

在计算机科学领域，不可满足子式的研究最初

源于 ＳＡＴ 问题，首先介绍本文涉及的相关概念．
定义 １　 命题可满足性问题．
给定一个 ＣＮＦ 表达式 Ｆ 和一个变量集合｛Ｖ ＝

ｘ１，ｘ２，ｘ３｝．如果变量集合 Ｖ 中的一组赋值使得表达

式 Ｆ 的值为真，那么称表达式 Ｆ 是可满足的；否则，
表达式 Ｆ 为不可满足．

定义 ２　 不可满足子式 ／不可满足核（ＵＳ ／ ＵＣ）．
对于一个公式 φ ， ϕ 是 φ 的一个不可满足子

式，当且仅当 φ 是不可满足的，且 ϕ ⊆ φ ．
显然，对于同一个问题实例，可能存在不同的不

可满足子式，每个不可满足子式的子句数也可能不

同．其中一些不可满足子式可能是其他不可满足子

式的子集．在最坏情况下，不可满足子式就是原始公

式本身．
定义 ３　 极小不可满足子式．
对于一个不可满足的公式 φ 的一个不可满足子

式 ϕ ，那么 φ 是极小不可满足子式，当且仅当 ∀ ϕ ∈
φ ，使得 ϕ 是可满足的．

定义 ４　 最小不可满足子式．
给出一个不可满足的公式 φ以及 φ的所有不可

满足子式构成的集合 ｛ϕ１，ϕ２，…，ϕｎ｝ ，如果 ϕｋ ∈
｛ϕ１，ϕ２，…，ϕｎ｝ 是 最 小 不 可 满 子 式， 当 且 仅 当

∀ϕｉ ∈｛ϕ１，ϕ２，…，ϕｎ｝ ， １ ≤ ｉ ≤ ｎ ， 使 得

｜ ϕｋ ｜ ≤｜ ϕｉ ｜ ．
定义 ５　 量化布尔公式⁃ＱＢＦ 问题．
一个 ＱＣＮＦ 公式 φ ＝ Ｑ１ｘ１Ｑ２ｘ２…Ｑｎｘｎϕ ，其中

Ｑｉ ∈｛∃，∀｝ ， ϕ 是一个 ＣＮＦ 公式，用矩阵形式表

达 φ ． ｘ １， ｘ ２，…， ｘｎ 分别被 Ｑ１，Ｑ２，…，Ｑｎ 量化．有
时，可以简写为 φ ＝ Ｑϕ ．

定义 ６　 ＱＢＦ 极小不可满足子式（ＭＦ）．
当且仅当 φ 是不可满足的，并且从 φ 中移出任

何一个子句将导致公式变为可满足，一个 ＱＢＦ 公式

φ 被称为极小不满足，不可满足子式的子式可以表

示为 ＭＦ（ｍｉｎｉｍａｌ ｆａｌｓｅ ｆｏｒｍｕｌａｓ）．
定义 ７　 可满足性模理论（ＳＭＴ）．
ＳＭＴ 是 ＳＡＴ 的一种扩展，其命题不仅包括布尔

公式，还包括其他特定理论中的一阶逻辑约束，如整

数与实数算术类型、位向量、递归及数据类型等．
定义 ８　 ＳＭＴ 不可满足子式．
给出一个不可满足的无量词一阶逻辑公式 φ，

当且仅当 ϕ 是不可满足的，并且 ϕ ⊆ φ ， ϕ 是公式

φ 的一个 ＳＭＴ 不可满足子式．
定义 ９　 极小 ＳＭＴ 不可满足子式．
给出不可满足的无量词一阶逻辑公式 φ ，及其

一个不可满足子式 ϕ ，那么 ϕ 是极小 ＳＭＴ 不可满足

子式，当且仅当 ∀ ϕ ∈ φ ，使得 ϕ 是可满足的．
定义 １０　 约束可满足问题（ＣＳＰ）．
由一个变量集合和一个约束集合组成．问题的一

个状态是由对一些或全部变量的一个赋值定义的完

全赋值：每个变量都参与的赋值．问题的解是满足所

有约束的完全赋值，或更进一步，使目标函数最大化．
定义 １１　 极小 ＣＳＰ 不可满足子式．
一个极小 ＣＳＰ 不可满足子式，其约束的有关子

集是不可满足的，并且其真子集是可满足的．
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２　 不可满足子式求解算法

按照问题的解决方式，求解布尔不可满足子式的

方法可划分为基于 ＤＰＬＬ 搜索［２，４⁃６，１２⁃１４］ 与局部搜

索［７⁃１１］ ．通常来说 ，基于 ＤＰＬＬ 搜索方法能够找到问

题的精确解，但其面临的主要挑战是计算时间随问题

规模的增大呈指数级增长．而局部启发式搜索尽管有

时无法给出精确解，但其运算速度快，求解效率高．
根据不可满足子式的大小可以分为 ２ 类：１）极小

不可满足子式的提取算法［２⁃１１］；２）最小不可满足子式

的提取算法［１２⁃１４］ ．相对而言，最小不可满足子式的求

解难度更大，算法的复杂度也更高．
２．１　 极小不可满足子式求解

当前主流的不可满足子式提取算法关于极小不

可满足子式的提取．形式验证与人工智能规划问题

均可转为可满足性问题，一组可满足的赋值代表了

一种可行方案；反之，说明原问题存在错误，寻找不

可满足子式可以精确地对问题进行定位．
２．１．１　 基于冲突树的搜索算法

Ｈａｎ 和 Ｌｅｅ［２４］提出了一个获得所有极小不可满

足子式的算法．该方法的思想是有序遍历集合 Ｓ 的

所有子集．它由 ２ 部分组成：１）用 ＣＳ⁃ｔｒｅｅ（冲突树）
的不同结点表示集合 Ｓ 的不同子集，并且没有哪 ２
个结点表示相同的子集．ＣＳ⁃ｔｒｅｅ 定义了子集间的遍

历顺序，因此保证了同一子集不被重复搜索．为了实

现这个目标，一个结点由集合 Ｄ 和集合 Ｐ ２ 部分组

成，表示为 Ｄ ∪ Ｐ ．集合 Ｄ 的元素一定要出现在所

有后续子集中，而集合 Ｐ 的元素不需要．如果一个结

点有 ｜ Ｐ ｜个孩子，它由逐个消减集合 Ｐ 约束，并加

入到集合 Ｄ 中获得．函数 ａｌｌ ｓｕｂｓｅｔｓ （Ｄ，Ｐ，ϕ） 遍历

ＣＳ⁃ｔｒｅｅ 的所有结点，返回 Ｄ∪ Ｘ（Ｘ⊂ Ｐ） ．当迭代访

问一个根结点时，每次迭代以深度优先方式遍历

ＣＳ⁃ｔｒｅｅ，并且每次内部调用 ａｌｌ ｓｕｂｓｅｔｓ（ ）函数访问

这个孩子结点的后代．２）利用 ＣＳ⁃ｔｒｅｅ 探测所有极小

不可满足子式．算法以深度优先方式遍历树，测试每

个结点的标志 Ｄ∪ Ｐ ，判断其可满足性．如果结点可

满足，那么就不必访问它的孩子节点．否则，继续寻

找孩子节点来寻找不可满足子式．如果遍历所有孩

子结点没有发现子集 Ａ 使得 Ａ ⊂ Ｄ ．那么集合 Ｄ 就

是极小不可满足集合．文献［２］在以上基本算法中加

入了预处理，利用约束独立性、利用始终满足的子

句、蕴涵、廉价求解器、增量式求解器、无视约束等策

略．其中，使用增量式求解器极大地改进了算法，它
减少了对算法规则的依赖性，能够快速地发现可满

足子集．

２．１．２　 ＯＭＵＳ 与 ＡＳＭＵＳ 算法

文献［１４］中，É． Ｇｒéｇｏｉｒｅ 提出了基于启发式局部

搜索算法 ＯＭＵＳ．ＯＭＵＳ 算法是通过计算关键子句分

值来获得一个极小不可满足子式的启发式算法．算法

主要分为 ２ 部分：１）在局部算法中根据子句布尔值为

假的频度计算子句的分值，移除确定不可能出现在不

可满足子式中的子句．具体来说，对于一个不可满足

子式，如果在局部搜索时终未能找到它的一个赋值模

型，那么将移除子式中分值最低的子句．获得的子公

式将被记录在堆栈中．２）检查最后一个未能赋值的子

式是否可满足，如果子公式是不可满足的，那么它就

是不可满足子式的近似解．否则，重复检查栈顶子句

超集的不可满足性，直到一个集合被证明是不可满足

的．该过程将获得一个近似的极小不可满足子式．然
后，调用一个精细调节（ｆｉｎｅ ｔｕｎｅｓ）过程，ＯＭＵＳ 算法

最终获得一个不可满足子式．
É． Ｇｒéｇｏｉｒｅ 在文献［８］中提出了 ＡＳＭＵＳ 算法．

ＡＳＭＵＳ 以 ＯＭＵＳ 为基础，可以近似求解所有不可满

足子式的集合．ＭＡＸ⁃ＳＡＴ 可以提供极小的不可满足

子式数量．ＭＡＸ⁃ＳＡＴ 解中的剩余不可满足子句一定

尽可能多地属于那些不可满足子式的交集．那么对

于每个子句，记录最小的子句数．在探测到一个不可

满足子式后，把不可满足子式中分值最高的子句删

除掉．很显然，ＡＳＭＵＳ 是不完全的．
２．１．３　 基于消解反驳的局部搜索算法

局部搜索是一种求解优化问题的算法，算法从

解空间的一个点出发，每一步从当前候选解移动到

一个邻居候选解，去寻找较好的候选解，候选解的质

量是由一个评估函数来界定的．局部搜索算法在处

理规模较大的问题时，其收敛速度快，求解效率高．
上文提到的 ＯＭＵＳ 与 ＡＳＭＵＳ 实质上是启发式局部

搜索与计数的组合．消解是判定 ＳＡＴ 问题的基本方

法之一．一个公式经过一系列的消解步骤最终产生

空子句，则公式是不可满足的．文献［９⁃１１］中采用局

部搜索方法作为解空间的搜索策略．算法在搜索过

程中建立证明公式不可满足性的消解序列，并从其

中提取不可满足子式．算法描述如下：算法启发式或

随机地选择 ２ 个子句进行消解，最终得到一个消解

序列或达到最大迭代次数．搜索过程融合了一些基

于启发式的 ＳＡＴ 推理技术，包括二元子句消解、等
价约简和单元子句传播．算法首先寻找公式中是否

存在单元子句，如果存在，则在公式上进行单元子句

传播，并进一步判断能否产生空子句；如果存在二元

子句，则执行二元子句消解与等价性约简，启发式地

选择消解子句．若 ２ 类子句都不存在，则随机选取 ２
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个子句进行消解．最后采用一个递归函数从空子句

开始回溯，逐步遍历整个消解序列，提取布尔不可满

足子式．
２．１．４　 基于最大可满足性的求解算法

目前，有很多研究人员利用极大可满足性和极

小不可满足性之间的二元关系提取极小不可满足子

式．Ｂａｉｌｅｙ 和 Ｓｔｕｃｋｅｙ 在文献［２５］中已经阐述了这种

关系．基于最大可满足性的 ＣＡＭＵＳ［４］，Ｄｉｇｇｅｒ［１３］ 能
够提取极小不可满足子式；贪心遗传算法和蚁群算

法［１４］能够提取最小不可满足子式．文献［２６］中提出

了一种在 ＣＳＰ 中提取极小不可满足子式的混合算

法．该算法也是基于最大可满足性求解极小不可满

足子式．求解 ＣＳＰ 极小不可满足子式的算法一般分

为直接算法和间接算法．间接算法利用极小不可满

足子式和极小修正集（ＭＣＳ）之间的关系．算法主要

是寻找一个完全的极小修正集，然后从中提取极小

不可满足子式．另一方面，直接算法通过产生子集和

测试其可满足性直接地在 ＣＳＰｓ 约束的子集空间搜

索不可满足子式．混合算法融合了直接和间接方法．
混合算法像间接算法那样不再计算全部的极小修正

集，而是寻找极小修正集中较小的子集．这就是所谓

的“主干”集合，即极小修正子集发现的不可消减的

碰集．每个主干集表示不可满足子式的一个簇．通过

直接方法搜索主干的超级空间，这些主干集随后逐

个被扩展为完全的不可满足子式．实验表明，基于最

大可满足性的混合算法比单纯直接算法或间接算法

效率高很多．混合算法通过在每步中搜索一个较小

的空间提高效率．
２．１．５　 基于关联赋值的算法

文献［２７］中算法提出了关联赋值的概念，将赋

值与子句联系起来．关联赋值的概念来自于布劳威

尔不动点近似算法在可满足性问题方面的应用．它
将子句视为实体，也就是一个有序的赋值集合，并且

从可能的赋值中选择一个赋值与其关联．这些赋值

形成一个完整的序列，在序列中优先选择所有可满

足赋值，再选择所有不可满足赋值．当达到帕累托最

优后，有可能找到这些子句的一个子集来表示不可

满足性．在帕累托最优中，所有子句已经选择了一个

惟一的不满足自己的赋值．帕累托最优证明了子句

的选择权与不可满足公式之间的冲突．当子句证明

了公式的不可满足性后，利用文献［２７］中的理论去

实现算法，寻找一个不可满足子式．然而这种算法的

效率并不高，文献［１２］中提出了一个简单有效的极

小不可满足子式抽取算法 ＭｉｎｉＵｎｓａｔ．ＭｉｎｉＵｎｓａｔ 中包

含了一个高效率 ＳＡＴ 求解器 ＭｉｎｉＳａｔ ２．０．为了进一

步提高效率，在 ＭｉｎｉＳａｔ 的分支选择中加入了启发式

策略．当每个变量决策时，ＭｉｎｉＳａｔ 的分支默认选择

赋值为负值的一支．在算法的第 １ 轮中，并不发生任

何变化．第 １ 轮之后，每个尚未删除的子句都在前 １
轮中有了一个关联赋值．除了新的关键子句移动到

这个赋值的前面，随后的子句仍将保持同样的顺序．
程序因此确定了变量的分支方向，这将引导求解器

按着以前关联赋值的方向寻找新的赋值．
２．２　 最小不可满足子式求解

不可满足子式反应了问题的存在．最小不可满足

子式比极小不可满足子式更能精确地定位错误．研究

最小不可满足算法，也是研究人员的最终目的．目前

关于最小不可满足子式的提取研究还相对较少．
２．２．１　 基于辅助变量的算法

算法 ＡＭＵＳＥ［３］和文献［１２］中算法通过引入一

组辅助变量求解不可满足子式．ＡＭＵＳＥ 是对一个基

于 ＤＰＬＬ 构架的 ＳＡＴ 求解器的扩展．它不再寻找一

个可满足的真值赋值而是寻找其中蕴含的不可满足

子式．为此引入了一组辅助变量，通过自底向上的方

式搜索不可满足树的空间：从一个空子句开始，逐步

添加子句，直到获得一个不可满足子式．为了改善搜

索效率，其中使用了冲突子句学习优化策略．但是

ＡＭＵＳＥ 算法无法保证获得极小不可满足子式，尤其

随着问题规模的扩大，效率会明显下降．文献［６］中
提出了一个获得最小不可满足子式的模型： ω′

ｉ ＝
｛¬ ｓｉ｝ ∪ ωｉ ，其中新子句 ω′

ｉ 是由子句 ωｉ 与选择变

量 ｓｉ 构成．选择变量 ｓｉ 决定是否选择子句 ωｉ ． 对每个

Ｓ 中变量赋值，产生的子式可能是满足的，也可能是

不满足的．对于不可满足的子式，Ｓ 中有多少变量赋

值为 １，就意味着有多少子句包含在不可满足子式

里．那么最小不可满足子式就是 Ｓ 集合中赋值为 １
的、数量最少的子公式．通常可以使用高效的求解器

来实现这个模型．公式中变量被组织成 ２ 个互斥的

集合：变量集合 Ｓ 和变量集合 Ｘ．首先决策变量 Ｓ，然
后决策变量 Ｘ．因此每次变量 Ｓ 赋值，都定义了一个

潜在的子式．如果对于一个赋值，所有的子句都满

足，那么回溯到最近未决策的变量 Ｓ．否则，每次回

溯要先改变 Ｘ 赋值，再改变 Ｓ 赋值，直到没有变量 Ｘ
的赋值可以改变，则 Ｓ 中赋值为 １ 最少的，就是最小

不可满足子式．
２．２．２　 分支限界算法

文献中［１３］中 ＣＡＭＵＳ⁃ｍｉｎ 和 Ｄｉｇｇｅｒ 都是基于

分支限界的算法． ＣＡＭＵＳ⁃ｍｉｎ 算法是 ＣＡＭＵＳ 的改

进，它比 ＣＡＭＵＳ 多了分支限界过程．ＣＡＭＵＳ 利用极

大可满足性和极小不可满足性之间的二元关系提取
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极小不可满足子式，一般分为 ２ 步：１）获得公式中

有所极大可满足子式的补集；２）通过在递归树中寻

找补集的极小碰集来提取极小不可满足子式． ＣＡ⁃
ＭＵＳ⁃ｍｉｎ 与 ＣＡＭＵＳ 不同之处在第 ２ 步，不直接寻

找极小碰集，而在递归中增加了分支限界功能来减

小树的搜空间，产生最小的碰集．ＣＡＭＵＳ⁃ｍｉｎ 中，一
个贪婪的启发式策略 ＭＩＳ⁃ｑｕｉｃｋ 为算法提供下界，
如果递归树所包含的不可满足子式没有当前不可满

足子式小，ＣＡＭＵＳ⁃ｍｉｎ 删除递归树中的这些分支，
因此运行时间大幅减少，并且最后的不可满足子式

一定是最小不可满足子式．Ｄｉｇｇｅｒ 使用一个递归的

分支限界树来获得最小不可满足子式．树中的每个

结点都是原始公式的一个子集，并且上下界由子集

中的最小不可满足子式限定．因此算法在根结点处

启动递归调用．Ｄｉｇｇｅｒ 不同于标准的分支限界树，不
光遍历叶子结点，也遍历包括根结点的所有结点．对
于每个结点，算法利用不相交的极小修正集，启发式

选择子句的一个样本集，这不同于 ＣＡＭＵＳ⁃ｍｉｎ 中寻

找全部极小修正集．实质上，Ｄｉｇｇｅｒ 利用不相交的极

小修正集关系将一个问题分解为更容易处理的子公

式，同时在搜索最小不可满足子式过程中提供了一

个非常有效的下界．
２．２．３　 贪心遗传算法

贪心遗传算法［１４］ 可以视为贪心算法与遗传算

法的混合算法．贪心算法是指在对问题求解时，总是

做出在当前看来是最好的选择．也就是说，不从整体

最优上加以考虑，它所做出的仅是在某种意义上的

局部最优解．遗传算法（ ｇｅｎｅｔｉｃ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ）是一类借

鉴生物界的进化规律演化而来的随机化搜索方法．
它由美国的 Ｊ．Ｈｏｌｌａｎｄ 教授于 １９７５ 年首先提出，其
主要特点是直接对结构对象进行操作，不存在求导

和函数连续性的限定；具有内在的隐并行性和更好

的全局寻优能力；采用概率化的寻优方法，能自动获

取和指导优化的搜索空间，自适应地调整搜索方向，
不需要确定规则．遗传算法是全局进化方法，可以避

免进入局部最优，但是在初期缺乏充分有效启发信

息的情况下局部收敛速度较慢，并且对初始种群十

分依赖．所以将贪心算法与遗传算法有效地结合起

来，保留了 ２ 种算法的优点，极大地避免了 ２ 种算法

的不足．贪心遗传算法的基本策略是：首先采用贪心

算法快速计算不可满足子式的近似最优解，为遗传

算法构造一个较优的初始种群，缩减其搜索空间，而
后利用遗传算法的全局性反复精化近似解，从而得

到更小的不可满足子式．实验结果表明，在运算效率

以及单位时间内删除的短句数方面，显著高于分支

限界算法，而贪心遗传算法无论在运行时间还是不

可满足子式的大小上都优于蚁群算法．
２．３　 ＳＭＴ 中不可满足子式求解算法

随着 ＳＭＴ 技术的不断发展，它开始逐渐取代

ＳＡＴ．ＳＭＴ 具有更好的抽象能力，更接近于高层设

计，极其具有发展潜力．它使用字级建模，不必像

ＳＡＴ 中将问题转化为位级处理，从而减少了空间和

时间的开销． ＳＭＴ 可以看做是 ＳＡＴ 问题的一个扩

展，它极大地补充了 ＳＡＴ 的不足之处．求解其极小不

可满足子式算法也是非常具有实际意义的． ＳＭＴ 技

术是近几年发展起来的，目前提取 ＳＭＴ 中极小不可

满足子式的算法比较少．
２．３．１　 Ｌｅｍｍａ⁃ｌｉｆｔｉｎｇ 方式

Ｃｉｍａｔｔｉ 等［１５⁃１６］ 提出了求解 ＳＭＴ 不可满足子式

的算法—Ｌｅｍｍａ⁃ｌｉｆｔｉｎｇ 方式． Ｌｅｍｍａ⁃ｌｉｆｔｉｎｇ 方式将

ＳＭＴ 求解器与外部命题核提取器结合起来，通过一

种直接的方式求解 ＳＭＴ．ＳＭＴ 求解器保存并返回在

证明公式不可满足性的过程中获得的特定理论引

理．外部命题核提取器随后调用原始 ＳＭＴ 问题和特

定理论引理的布尔抽象．算法是基于以下 ２ 个重要

的观察：１）在搜索过程中，ＳＭＴ 求解器发现的特定

理论引理是在 Ｔ 理论中考虑的有效子句，因此它们

不影响 Ｔ 中一个公式的可满足性；２）原始 ＳＭＴ 公式

与特定理论引理的合取是命题不可满足的．因此，当
外部命题核提取器找到原始 ＳＭＴ 公式与特定理论

引理的合取的一个核时，应当删除其中的特定理论

引理，获得一个精简的原始公式的子集．虽然在原理

上很简单，但是该方式的概念很有趣，本质上讲，
ＳＭＴ 求解器动态地将理论信息适当地转化为布尔

标准．而且，该方式还有以下优点：１）易于实现与升

级．由于 ＳＭＴ 求解器与布尔不可满足子式提取算法

是相互独立的，因此能够将最新的求解器或算法进

行组合，从而提高 ＳＭＴ 不可满足子式的求解效率；
２）寻找较小的不可满足子式非常有效；３）内核提取

不需要复杂的 ＳＭＴ 推理．但是，该算法有如下缺点：
１）需要额外的存储空间用来保存 ＳＭＴ 求解器产生

的引理；２）无法保证最终求得的不可满足子式是极

小不可满子式．
２．３．２　 基于 ＤＰＬＬ 构架求解算法

ＤＰＬＬ 是一种基于回溯的算法，在成熟运用于

ＳＡＴ 求解器后，基于 ＤＰＬＬ（Ｔ）的 ＳＭＴ 求解技术也

得到飞速发展．ＤＰＬＬ（Ｔ）由布尔引擎 ＤＰＬＬ（Ｘ）与特

定的理论求解器 Ｔ⁃ｓｌｏｖｅｒ 组成．文献［１６⁃１７］就是基

于 ＤＰＬＬ（Ｔ）构架求解不可满足子式．文献［１７］提出

了深度优先方式的极小不可满足子式算法（ＤＦＳ⁃
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ＭＵＳＥ）和深度优先方式的极小不可满足子式算法

（ＢＦＳ⁃ＭＵＳＥ）．这 ２ 个算法从不可满足子式中删除任

意一个子句，然后测试其余子句构成公式的可满足

性，从而判断是否为极小不可满足子式；而不必测试

不可满足子式所有的真子式，将复杂度从指数降为

线性．算法中也融合了剪枝技术、冲突子句学习技术

用于剔除不必要的冗余不可满足性测试，从而缩小

了搜索空间，提高了搜索效率．算法中也融合了动态

排序技术，降低了刚测试过子句的优先级，避免重复

测试．ＤＦＳ⁃ＭＵＳＥ 的一个重要特点是：当选择搜索树

中不同的分支，会得到不同的极小 ＳＭＴ 不可满足子

式．ＢＦＳ⁃ＭＵＳＥ 与 ＤＦＳ⁃ＭＵＳＥ 的区别在于搜索策略

不同． ＢＦＳ⁃ＭＵＳＥ 是以宽度优先的方式对搜索树进

行遍历，首先考虑同样大小的子式的可满足性，然后

再考虑较小的子式． ＤＦＳ⁃ＭＵＳＥ 是以深度优先的方

式对搜索树进行遍历，先对当前子树内子式的可满

足性测试，找出最小的子式，然后再测试其他子树的

可满足性．
２．３．３　 基于否正蕴涵图的求解算法

文献［１８］中提出了基于否正蕴涵与冲突分析

提取 ＳＭＴ 中极小不可满足子式的算法 ＣＡＲＩ⁃ＭＵＳＥ．
否证蕴含图是指对一个不可满足的 ＳＭＴ 子式及其

子句蕴含图，从该蕴含图的每个子句出发，至少存在

一条路径可以达到空子句．否证蕴含图与不可满足

子式存在以下密切关系：对于不可满足公式 Ｆ 的一

个消解反驳 Ｒ 和 Ｒ 对应的否证蕴含图 Ｇ，那么 Ｇ 中

逆向可达结点集合与公式 Ｆ 的交集就是 Ｆ 的一个

不可满足子式． ＣＡＲＩ⁃ＭＵＳＥ 算法以上述结论为依

据，利用 ＳＭＴ 求解器记录在证明公式不可满足性的

过程中产生的消解反驳序列，并将其转化为否证蕴

含图，提取出不可满足子式．为了进一步获得极小不

可满足子式，依次删除蕴含图中原始子句及其相关

的冲突短句，调用 ＳＭＴ 求解器来判断否证蕴涵图的

剩余子公式（结点）的可满足性，以确定该子句是否

为不可满足的原因；如果剩余子公式是可满足的，说
明公式已经是极小不可满足子式；否则，从否证蕴含

图中删除该子句及其冲突短句，形成更小的否证蕴

含图；算法迭代的遍历否证蕴含图中所有原始子句，
最后得到极小 ＳＭＴ 不可满足子式．为了提高搜索效

率，算法中集成了蕴含图剪枝技术，减小了算法的搜

索空间．实验结果表明，ＣＡＲＩ⁃ＭＵＳＥ 算法的效率明

显高于求解极小不可满足子式的深度优先搜索算法

ＤＦＳ⁃ＭＵＳＥ；并且随着公式复杂度的增加，性能优势

更加明显．

３　 不可满足子式的复杂性

研究不可满足子式的复杂性，对不可满足子式

算法的提出和改进有重大意义．
３．１　 不可满足子式的子类

研究人员对不可满足子式的子类感兴趣有以下

原因：１）有利于发展新的可满足性算法，例如，对极

小不可满足子式结构的深入了解，可能会改进 ＤＰ
算法；２）可能有助于求解难度大的公式．例如利用差

值特性产生新的多项式时间可解的公式类［２８］；３）不
可满足子式的决策问题是 Ｄｐ ⁃ｃｏｍｐｌｅｔｅ，但是不可满

足子式的一些子类的复杂性可能相对容易． ＢÜ
ＮＩＮＧ Ｈ Ｋ 和赵希顺［１９⁃２０］将不可满足子式进行分类

研究，并讨论了这些子类的复杂性．ＭＡＲＧ⁃ＭＵ 类是

指，如果一个极小不可满足子式是临界类，那么移除

任意一个文字事件，将导致公式成为非极小不可满

足子式．也就是说 ＭＡＲＧ⁃ＭＵ 类中没有多余文字．
ＭＡＸ⁃ＭＵ 类由最大的极小不可满足子式构成，即公

式中再加入一个文字将不再是极小不可满足子式．
Ｕｎｉｑｕｅ⁃ＳＡＴ 指公式在移除任意一个子句后，只有一

个可满足的真值分配．带有这种性质的极小不可满

足子式，就是 Ｕｎｉｑｕｅ⁃ＭＵ 类． Ａｌｍｏｓｔ⁃Ｕｎｉｑｕｅ⁃ＭＵ 类，
是 Ｕｎｉｑｕｅ⁃ＭＵ 较小的改进，即至多有一个子句 ｆ ∈
Ｆ， 使得 Ｆ － ｛ ｆ｝ 有多于一个可满足的真值分配．Ｄｉｓ
－ＭＵ 类指一个极小不可满足子式 Ｆ 可以分裂为 ２
个独立的公式 Ｇ 与 Ｈ，且公式 Ｇ 与 Ｈ 中不再包含互

补文字．目前一些证据［２９］表明 Ｕｎｉｑｕｅ⁃ＳＡＴ 不是 Ｄｐ ⁃
ｃｏｍｐｌｅｔｅ 的，那么 Ｕｎｉｑｕｅ⁃ＭＵ 也不太可能是 Ｄｐ ⁃
ｃｏｍｐｌｅｔｅ．Ａｌｍｏｓｔ⁃Ｕｎｉｑｕｅ⁃ＭＵ 要比 Ｕｎｉｑｕｅ⁃ＭＵ 复杂，
因为文中证明了它是 Ｄｐ ⁃ｃｏｍｐｌｅｔｅ．但是未能找到

Ｄｉｓ⁃ＭＵ 归约到 Ｕｎｉｑｕｅ⁃ＳＡＴ 方法．文献［２０］中证明

了以下层次结构：
Ｕｎｉｑｕｅ⁃ＳＡＴ≈ｐＵｎｉｑｕｅ⁃ＭＵ≤ｐＤｉｓ⁃ＭＵ
ＭＵ≈ｐＭＡＲＧ⁃ＭＵ ≤ｐＭＡＸ － ＭＵ ≈ｐＡｌｍｏｓｔ － Ｕ⁃

ｎｉｑｕｅ－ＭＵ
式中： ≤ｐ 表示多项式时间可约． Ａ ≈ｐＢ 是

Ａ ≤ｐＢ ， Ｂ ≤ｐＡ 的缩写．
３．２　 不可满足子式参数复杂性

Ｄｏｗｎｅｙ 和 Ｆｅｌｌｏｗｓ 提出了一种解决 ＮＰ 难问题

的新的研究方法，即很多难解和无法判定的问题通

过引入参数可以得到时间复杂度为 Ｏ（ ｆ（ｋ）·ｎα） 的

固定参数可解（ＦＴＰ）方法．极小不可满足子式也可

以参数化，通常用 ＭＵ （ｋ）（ｋ ≥ １） 表示固定差值为

ｋ 的极小不可满足子式．参数 ｋ 是子句数减去变量数

的差值．文献［２１］中提出了一个多项式时间算法来
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判断一个公式是否属于 ＭＵ（ｋ）．因为其使用了 “遍
历全部 ｋ 个子集”的策略，所以算法非常依赖参数 ｋ．
Ｈ． Ｆｌｅｉｓｃｈｎｅ 等利用双边图匹配的某些相应赋值限

制寻找一个可满足的真值赋值．算法的时间复杂度

为 ｎＯ（ｋ） ，精确上界 Ｏ（ｌｎ ｋ ＋ １ ／ ２） ． （ ｌ 为公式长度，ｎ
为公式的变量数）．Ｓ． Ｓｚｅｉｄｅ［２２］ 提出了一个算法，并
得到一个新的结果．算法产生于 ＳＡＴ 问题的固定参

数可解问题：对于一个 ＣＮＦ 公式 Ｆ，如果其子集中

子句个数超过变量个数最多 ｋ 个，那么可以在

Ｏ（２ｋｎ３） 时间内判断公式 Ｆ 的可满足性．参数 ｋ 就

是 Ｆ 的最大差值，可以用图匹配算法有效计算．最
后，基于以上结论，利用图论中的最大差值和 ｑ⁃ｅｘ⁃
ｐａｎｄｉｎｇ 双边图［３０］计算出改进的结果为 Ｏ（２ｋｎ４） ．
３．３　 ＱＢＦ 中的极小不可满足子式

近年来，ＳＡＴ 技术已经成功应用在限界模型检验

（ｂｏｕｎｄｅｄ ｍｏｄｅｌ ｃｈｅｃｋｉｎｇ，ＢＭＣ）并推广到限界的模型

检验．但是直接将基于 ＳＡＴ 的 ＢＭＣ 推广到非限界的

模型检验的方法不能克服软件规模增大导致的状态

空间爆炸问题，即模型检验过程中软件规模的增大可

能导致命题逻辑公式的长度呈指数倍的增长．带量词

的布尔公式 ＱＢＦ 作为 ＳＡＴ 公式的自然扩展具有紧凑

的空间结构和更强大、更直观的表达能力．
赵希顺等［２３］ 对 ＱＢＦ 中的极小不可满足问题

（ｍｉｎｉｍａｌ ｆａｌｓｉｔｙ，ＭＦ）进行了研究．对不可满足的子

式研究，有可能产生新的 ＱＢＦ 求解算法．ＱＢＦ 的最

小不可满足公式 ＱＣＮＦ 指的是该公式不可满足但其

任一真子公式均可满足．一个 ＱＣＮＦ 公式的差值不

同于命题公式的差值，其差值是子句数和存在量词

之间的差值．对 ＱＣＮＦ 公式固定差值为 １ 的极小不

可满足子式可表示为 ＭＦ（１）．文献［２３］中得出重要

结论：对 ＱＣＮＦ 公式固定差值为 １ 的极小不可满足

子式可以在多项式时间有解．这个证明依赖于公式

ＭＵ（１）的结构． 对于 ＭＦ（ｋ） （ｋ≥２）是否存在多项

式时间可解，仍然是开放的．

４　 总结与展望

不可满足子式的研究给研究人员带了多方面的

挑战，但是也给研究人员带来多方面机会．不可满足

子式的研究出现了以下研究方面的热点．
１）使用符号化技术，如 ＢＤＤ 技术能够紧凑地表

示公式，是缓解内存瓶颈的关键技术．文献［３１］借助

于 ＢＤＤ 判断公式是不可满足的并且其全部子公式

是满足的，从而证明公式是极小不可满足子式．
２）混合求解算法：每种求解策略有其自身优点

和缺点．混合求解有利于发挥各自算法的优势，避免

其缺点，尽可能提高算法的效率．例如文献［２６］中提

出了一种在 ＣＳＰ 中提取极小不可满足子式的混合

算法，这是直接算法和间接算法的混合．文献［１４］求
解最小不可满足子式可以视为贪心算法与遗传算法

的混合算法．
３）新领域中扩展：在形式验证等实际应用中，

ＱＢＦ、ＣＳＰ、ＳＭＴ 都比 ＳＡＴ 表达力强．尤其 ＳＭＴ 技术

得到飞速发展，并且在验证领域获得很好的效果．研
究 ＳＭＴ 的极小不可满足子式将是未来主要方向．

４）参数复杂性：将固定差值的极小不可满足子

式转化为固定参数问题，并且求解其计算复杂性．但
是，对于 ＱＢＦ 中，ＭＦ（ ｋ） （ ｋ＞１）是否可以在多项式

时间内判定，依然是开放的．
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