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随机化均匀设计混合遗传算法求解图的二划分问题
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摘 　要 :图的二划分问题是一个典型的 NP2hard组合优化问题 ,在许多领域都有重要应用. 近年来 ,传统遗传算法等

各种智能优化方法被引入到该问题的求解中来 ,但效果不理想. 基于理想浓度模型的机理分析 ,利用随机化均匀设

计抽样的理论和方法 , 对遗传算法中的交叉操作进行了重新设计 ,并在分析图的二划分问题特点的基础上 ,结合局

部搜索策略 ,给出了一个解决图的二划分问题的新的遗传算法. 通过将该算法与简单遗传算法和佳点集遗传算法进

行求解图的二划分问题的仿真模拟比较 , 可以看出新的算法提高了求解的质量、速度和精度.
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Abstract: 22way graph partitioning is a typ icalNP2hard combinatorial op tim ization p roblem, and haswidesp read ap2
p lications in many domains. Many intelligent op tim ization methods, including traditional genetic algorithm s, were

recently introduced to solve this p roblem , but the results have not been ideal. Following analysis of the mechanism s

of the ideal density model, the genetic algorithm ( GA) crossover operation was redesigned using the p rincip les and

methods of random ized uniform samp ling design. Furthermore, a new GA for solving 22way graph partition was for2
mulated. Simulations which compared results from this method with simp le GA and Good Point GA for solving the

22way graph partitioning p roblem showed that the new GA has superior speed, accuracy, and p recision.
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　　图的二划分在数字电路系统的芯片划分、网络

管理 ,插件划分、分布式系统的数据流划分、并行系

统的信息流划分等许多领域有着重要应用. 众所周

知 ,图的二划分问题是一个 NP2hard组合优化问题 ,

因此精确求出最优解是不可能的 ,较为实际的方法

是尽快地发现其近似最优解. 对于图的二划分向题 ,

已提出了许多启发式的搜索算法 ,其基本思想是寻

找当前二划分子集中与其他各节点连接最少的节

点 ,将其移动到另外的子集中 ,如此反复移动 ,直到

可行集不能改进为止. 这种方法求解质量相对较高 ,

但对初始划分的依赖性很强 ,陷入局部最优解的可

能性较大. 近年来 ,各种智能优化方法 [ 122 ]被引入到

该问题的求解中来.

遗传算法 [ 1 ]作为一种全局优化搜索算法 ,由于

其本身所具有的全局收敛性和隐并行性 ,加之其简

单易用、鲁棒性强 ,能够轻易地获得问题的全局最优

解 ;且问题越复杂 ,它相对于其他算法的优越性越明

显 ,故十分适合解决这类问题. 但应用经典遗传算法

求解图的划分问题时 ,求解时间长、成功率低. 因而 ,

有必要针对具体问题的特点 ,对经典的遗传算法加

以改进.

文献 [ 3 ]对遗传算法 ( genetic algorithm, GA )中

的两个理论基石“模式定理 ”和“隐性并行性 ”进行

了分析 ,指出 GA的本质是一个具有定向制导的随

机搜索技术 ,其定向制导的原则是 :导向以高适应度

模式为祖先的“家族 ”方向. 文献 [ 4 ]根据此机理 ,利

用数论中的佳点集理论和方法 [ 5 ]设计了一个新的



交叉操作 ,提高了 GA的效率 ,这种算法称为佳点集

遗传算法. 但在佳点个数 n取定后 ,佳点集的选取是

确定的 ,不带随机性. 为了克服此不足 ,在充分分析

文献 [ 3 ]中理想浓度模型的基础上 ,基于随机化均

匀设计理论对遗传算法中的交叉操作进行重新设

计 ,并结合图的二划分问题的局部优化技术 [ 6 ]
,提

出了解决图的二划分问题的基于随机化均匀设计的

混合遗传算法. 为了表明算法的有效性 ,对图划分测

试网站提供的标准测试算例进行了计算机仿真 ,结

果表明新算法在收敛速度和最优解的质量上均优于

简单遗传算法和佳点集遗传算法.

1　随机化均匀设计方法

随机化均匀设计过程如下 [ 7 ]
:

1)对于固定的 t和 n∈N ,选取均匀设计的生成

向量 ( n∶h1 , h2 , ⋯, ht ) ;

2)从多项分布
0 1 ⋯ n - 1

1
n

1
n

⋯ 1
n

中抽取

t - 1个独立同分布样本η1 ,η2 , ⋯,ηt - 1 ,并令ηt = 0;

3)令 Xk = ( xk1 , xk2 , ⋯, xk t ) , k = 1, 2, ⋯, n. 其中

xk j =
k·hj +ηj

n
, k = 1, ⋯, n, j = 1, ⋯, t. 　 (1)

这里 { x}表示取 x的小数部分 ,称式 (1)给出的点集
χk = { Xk = ( xk1 , ⋯, xk t ) , k = 1, ⋯, n} (2)

为随机化均匀设计点集.

称这种方法为在 t维单位立方体 C
t

= [ 0, 1 ]
t

中选 n个点的随机化均匀设计 ( random ized uniform

design, RUD )方法.

若记 ak j =
k·hj

n
, k = 1, ⋯, n, j = 1, ⋯, t,则称

点集

An = { ak = ( ak1 , ⋯, ak t ) , k = 1, ⋯, n} (3)

为均匀设计点集 [ 7 ]
.

实际上 ,这种随机化均匀设计是通过对均匀设

计进行模 1随机平移而得到的. 这种平移总共有 n
t

个 ,而每组样本点个数为 n,这样正好将全体 n
t 个格

子都以同等机会抽到 ,因此 ,它具有较好的搜索能

力. 而且文献 [ 7 ]的定理 2. 2证明了随机化均匀设

计点集的偏差比佳点集小 ,并且它能随机地取到所

有的格子 ,所以其搜索能力更强 ,故会有比佳点集更

好的表现.

2　遗传算子

2. 1　染色体编码

基于图的二划分问题 ,这里采用二进制编码. 例

如 x = [ 0 1 0 1 1 1 0 1 ]表示将顶点集合 V = { 1, 2,

3, 4, 5, 6, 7, 8}划分为 V1 = { 1, 3, 7}和 V2 = { 2, 4, 5,

6, 8}两个子集.

2. 2　适应度函数

根据图的二划分定义及划分原则 ,因为图中所

有边的权值和是一个常量 ,求属于不同分块的顶点

之间的边的权值之和的最小值问题 ,实际上也就是

求同一分块内各顶点之间的边的权值之和的最大值

问题 ,据此定义适应度函数如下 :

f ( x) = g ( x) - r·u·g ( x) . (4)

其中 : g ( x) = ∑
1≤i≤j≤n

w ( vi , vj ) , vi 与 vj 同属于同个分

块 ; w ( vi , vj )表示顶点 vi 与 vj间的权值 ,在简单无向

图中定义为

w ( vi , vj ) =
1　vi 与 vj间有边 ;

0　 　否则.

式 (4)中第 2项为惩罚函数 , 0 < r < 1为惩罚系数 ,

它根据个体违反约束条件的程度而定 , r越大 ,约束

条件要求越严格 ,否则约束条件比较宽松 ; u为解是

否为合法解的判定系数 ,可定义为

u =
0　x为合法解 ;

1　 　否则.

2. 3　选择算子

采用轮盘赌选择算子. 即将所有染色体的适应

值之和看作一个轮盘 ,每个染色体根据其适应值的

大小划分在轮盘中所占据的范围. 然后旋转轮盘 ,当

轮盘停下来时 ,指针所对应的染色体即被选中 ,完成

一次选择. 重复上述过程 ,直到选择到所需要的染色

体个数为止.

2. 4　基于随机化均匀设计的杂交算子

设在传统的 GA算法基础上 ,在进行过复制后 ,

对池中的染色体随机选择两个 A1、A2 进行随机化

均匀设计交叉操作. 一般情况下是令 :

A1 = ( a
1
1 , a

1
2 , ⋯, a

1
l ) ,

A2 = ( a
2
1 , a

2
2 , ⋯, a

2
l ) ,

J = { i | a
1
i ≠ a

2
i , 1 ≤ i ≤ l}.

　　不妨设 A1 , A2 的前 t个分量不同 ,后 l - t个分

量相同 ,令模式

H = { (x1 , x2 , ⋯, xl ) | i ∈J, xi = 3 ; i | J, xi = a
1
i }.

由 A1、A2 进行交叉 (不管是单点交叉或是多点交

叉 ) ,其子孙必属于 H ,于是要在“高适应度模式为

祖先的家族方向 ”上搜索出更好的样本 ,就是要在

H 中搜索出更好的样本. 随机化均匀设计交叉操作

就是要在 H 上利用随机化均匀设计方法找出好样

本来.

对图的二划分问题 ,由于码串 0101与 1010表

示的划分相同 ,在这里对于两个染色体 A1、A2 首先

直接比较 ,记录下不同值的位置存于 J1 ;然后将 A2
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各位取反 ,再同 A1 进行比较 ,记录下不同值的位置

存于 J2 ,取 J1、J2 中长度小的为 J,不妨令对应的模

式仍为 H. 不同值的位置构成一个 t维立方体 ,记为

H ′,然后在 H ′上进行随机化均匀设计抽样 ,即要在 t

维单位立方体 C
t = [ 0, 1 ]

t 中进行选 n个点的随机

化均匀设计交叉操作 ,具体如下 :

1)对于固定的 t和 n∈N ,选取均匀设计的生成

向量 ( n∶h1 , h2 , ⋯, ht ) ;

2)从多项分布
0 1 ⋯ n - 1

1
n

1
n

⋯
1
n

中抽取 t -

1个独立同分布样本η1 ,η2 , ⋯,ηt - 1 ,并令ηt = 0;

3)令 Xk = ( xk1 , xk2 , ⋯, xk t ) , k = 1, 2, ⋯, n,

xk j =
k·hj +ηj

n
, k = 1, ⋯, n, j = 1, ⋯, t.

令交叉后产生的 n 个后代中第 k个染色体 ,

B
k

= ( b
k
1 , b

k
2 , ⋯, b

k
l ) ,其中 :

b
k
m =

a
1
m , 　　　　　m | J,

〈xk j〉, m = tj ∈ J, 1 ≤ j≤ t.
(5)

式 (5)中 : 1≤k≤n, 1≤m ≤ l,〈a〉表示 :若 a的小数

部分小于 0. 5,则〈a〉= 0;否则〈a〉= 1.

这样在其“家族 ”中 ,产生了 n个后代 (依次取

k = 1, 2, ⋯, n所得 ) ,取其中适应值最大者 (或最大

的几个 ) ,作为交叉后的后代. 上述交叉操作 ,称为

随机化均匀设计交叉操作.

2. 5　变异算子

变异操作为 :取染色体 A ,随机整数 i, A = ( a1 ,

a2 , ⋯, al ) 变异成新的染色体 B = ( a1 , a2 , ⋯, ai - 1 ,

bi , ai + 1 , ⋯, al ) ,其中 bi = �ai.

3　局部搜索技术

顶点的适应值定义为 :一个顶点 j的适应值
λj = gj / ( gj + bj ) ,其中 : gj 为与顶点 j同一个子集中

的顶点与 j连接的边的权值和数 ; bj为与 j不同的另

一个子集中的顶点与 j连接的边的权值和数. 如果

gj + bj = 0,那么设定λj = 1. 则求解图的二划分问题

的局部搜索算法如下 :

1) 对于一个划分〈V1 , V2 〉,其中 : V1 ∪V2 = V,

V1 ∩ V2 = ª. 令 Ubest =〈V1 , V2 〉.

2) 计算 V中各个顶点的适应值.

3) 选择 V中适应值最小的顶点设为 m ,再在不

含 m 的子集中随机地选取另一个顶点 n. 交换 m 和

n,改写 V1 和 V2. 若新得的划分好于 Ubest , 则改写

Ubest.

4) 若没达到设定的交换次数 ,则转 2) ,否则算

法终止并返回 Ubest.

局部搜索算法通过对当前的顶点的适应值的比

较来选择交换 ,对于顶点的适应值的定义既考虑了

顶点在同一个子集中连接的边数又考虑了顶点的

度. 这样可以避免过早地陷入局部最优解 ,有利于在

更大的范围内搜索全局最优解.

4　求解图的二划分问题的随机化均匀
设计混合遗传算法

给定交叉概率 pc 和突变概率 pm 后 ,随机化均

匀设计混合遗传算法 ( genetic algorithm based on ran2
dom ized uniform design, RGA )如下 :

1)每次进行遗传操作 ,以概率 fi /∑fi 复制 A i ,

其中 fi 是 A i 的适应度值.

2)以概率 pc 对其进行随机化均匀设计交叉操

作 (产生 n个后代 , n为待定参数 ) .

3)以概率 pm 进行变异遗传操作.

4)对新产生的染色体进行局部搜索操作.

5)把经过上述操作后得到的染色体都放到染

色体池中 ,对新得到的染色体 ,计算其适应度值. 若

假定染色体的容量一定 ,当染色体的个体超过容量

时 ,就将适应度小的染色体从池中删去 (或按 a%进

行删除 ) .

6)进行上述的遗传算法至第 T代 ( T是预先给定

的常数 ) , 在算法执行过程中记录适应度最大的染色

体 ,即为所求的染色体 ,再进行解码得到最优解.

5　实验结果及分析

为了表明算法的有效性 ,分别用简单遗传算法、

佳点集遗传算法和随机化遗传算法在同样条件下 ,

即在 P4 3. 0G PC机器上 ,采用 Matlab7. 0计算平台

对国际标准数据库 [ 8 ]中的算例 (见表 1)进行仿真 ,

结果如表 2所示.
表 1　算例数据

Table 1　Exam ple da ta

问题 顶点数 边数目
顶点

平均度

顶点

最大度

顶点

最小度

Queen5_5 25 160 6. 40 16 12

David 87 406 4. 67 82 1

M iles250 128 387 3. 02 16 0

Queen10_10 100 1 470 14. 70 35 27

Queen13_13 169 3 328 18. 03 48 36

Queen15_15 225 5 180 23. 02 56 42
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表 2　SGA、GGA和 UGA的实验结果比较

Table 2　Exper im en ta l result of SGA, GGA and UGA

问题 算法 N best Vavg σ N avg

SGA 60 63. 12 2. 93 51. 31

Queen5_5 GGA 60 60. 68 1. 85 11. 48

RGA 60 60. 00 0. 00 1. 40

SGA 83 94. 01 5. 90 149. 72

David GGA 82 91. 08 4. 77 62. 63

RGA 82 87. 88 3. 26 23. 96

SGA 14 35. 20 9. 94 138. 19

M iles250 GGA 18 47. 14 13. 57 65. 34

RGA 4 10. 30 4. 20 20. 89

SGA 495 515. 68 21. 81 156. 19

Queen10_10 GGA 500 515. 64 2. 92 47. 90

RGA 495 495. 00 0. 00 3. 76

SGA 1 188 1 279. 20 42. 09 174. 73

Queen13_13 GGA 12 320 1 364. 20 47. 07 125. 79

RGA 1 092 1 092. 30 1. 71 18. 74

SGA 1 930 2 066. 30 57. 44 176. 08

Queen15_15 GGA 2 148 2 264. 80 32. 44 123. 58

RGA 1 680 1 685. 30 11. 74 15. 37

其中 : SGA为简单遗传算法 ; GGA为佳点集遗

传算法 ; RGA为基于随机化均匀设计的混合遗传算

法.算法参数为 :群体规模为 100;交叉和变异概率 :

Pc = 0. 9, Pm = 0. 05;最大迭代代数为 200. 算法中惩

罚系数 :

r = 1 - (
1
2

) | max ( | V1 | , | V2 | ) - n /2 | ,

n为顶点个数 ;当 (max | V1 | , | V2 | ) - n /2 ) ≤5时

u = 0,否则 u = 1. 为避免遗传算法的随机性 ,对每个

标准算例在同一台机器上进行连续 100次计算 ,记

录如下结果 :

1) 100次运行中求得的最好解 (记为 N best )和

100次运行所得解的平均值 (记为 Vavg ) ; 2) 100次运

行求得解的标准差 (记为σ ) ; 3) 100次运行中每次

收敛时代数的平均值 (记为 N avg ) .

由表 2可以得出 :随机化均匀设计混合遗传算

法每次得到的解均好于简单遗传算法和佳点集遗传

算法 ;而且在解的平均值、平均收敛代数、标准差等

指标上均好于简单和佳点集遗传算法. 由此说明随

机化均匀设计混合遗传算法在搜索能力、收敛速度

以及避免早熟等各项指标上均好于简单遗传算法和

佳点集遗传算法.

6　结束语

文章以遗传算法的“理想浓度模型 ”为基础 ,充

分分析其运行机理 ,利用统计抽样的理论和方法对

算法中的交叉操作进行了重新设计. 分析图二划分

问题的特点 ,结合局部搜索技术 ,提出了新的解决图

二划分问题的混合遗传算法 ,克服了佳点集遗传算

法中佳点选取不带随机性的缺点 ,实例仿真得出的

结果表明了新算法的有效性和先进性. 今后的工作

是进步分析该方法的深层次的数学基础以及该方法

在组合优化问题中的有效性和先进性.
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