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基于模糊双曲模型的积分滑模控制
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摘　要 :针对一般形式的非线性系统 ,提出一种基于模糊双曲模型 ( F HM)的积分滑模控制器设计方法.利用模糊双

曲模型来表述这类连续非线性系统.构建出积分滑模面 ,利用线性矩阵不等式 (L MI)方法得到滑模动态渐近稳定的

充分条件.设计了积分滑模控制器 ,保证了系统的状态轨迹能够在有限时间内到达滑模面上并且保持在它上面运

动.仿真结果表明了该方法的有效性.

关键词 :积分滑模控制 ; 模糊双曲模型 ; 非线性系统

中图分类号 : TP273　文献标识码 :A　文章编号 :167324785 (2008) 0120062204

Design of integral sliding mode controller based on
fuzzy hyperbolic model

YAN G J un , ZHAN G Hua2guang
(School of Information Science and Engineering , Northeastern University , Shenyang 110004 , China)

Abstract :An integral sliding mode cont roller design met hod is p resented based on f uzzy hyperbolic model

( F HM) for general form nonlinear systems. First , an F HM is employed to rep resent a class of nonlinear

continuous2time systems. Then an integral sliding surface is const ructed. A sufficient condition is derived

to guarantee the asymptotical stability of t he sliding dynamics in terms of linear mat rix inequality (L MI) .

Next , t he synt hesized sliding mode cont roller guarantees t he reachability of t he specified sliding surface in
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　　滑模控制 (也称变结构控制)以其算法简单 ,易

于实现及良好的鲁棒性等优点 ,一直受到国内外控

制领域学者的普遍关注[124 ] .近 20年来 ,针对非线性

系统 ,以微分几何为主要工具来研究其滑模控制问

题 ,取得了许多成果[2 ] .但这类方法往往需要系统满

足一些特定的形式 ,所以针对一般形式的非线性系

统而研究其滑模控制问题是具有现实意义的.

模糊控制技术已经被广泛的应用于对复杂的非

线性系统建模及控制器的实现上.理论证明也显示

了模糊模型具有万能逼近能力[5 ] .特别是针对 T2S

模糊模型 ,近年来被广泛的应用[ 6 ] .实际上 ,基于 T2
S模糊模型的滑模控制问题 ,也已取得了许多的成

果 ,例如文献[ 3 ] .平行于 T2S模糊模型 ,文献 [ 7 ]提

出一种新型模糊模型———模糊双曲模型 ( F HM) ,

它同样可以用来描述一类未知非线性系统 ,并且文

献[8 ]已经证明 F HM 具有一致逼近能力.文献 [ 92
11 ]在文献[ 7 ]的基础上给出了基于 F HM的一类稳

定的模糊控制器设计方法 ,但是基于该模型的滑模

控制的研究还未见报道.文中基于 F HM 研究了一

类连续非线性系统的积分滑模控制问题 ,仿真结果

表明 ,该方法是有效的.

1　模糊双曲模型

定义 1 [8 ] 　已知一个非线性系统由 n个输入变

量 x ( t) = ( x1 ( t) , x2 ( t) , ⋯, x n ( t) ) T 和 n个输出变

量 x ( t) = ( x1 ( t) , x2 ( t) , ⋯, x n ( t) ) T 组成.如果用来

描述系统的模糊规则基满足以下的条件 ,则称这组

模糊规则基为模糊双曲模型的规则基 :
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1)对每一个输出变量 Ûx r ( t) , ( r = 1 , ⋯, n)而言 ,

第 k条规则的形式为

Rk : If x1 is Fx1 , x2 is Fx2 , ⋯, and x n is Fx n

Then Ûx r ( t) =±Cr
Fx1
±Cr

Fx2
±⋯±Cr

Fxn
,

k = 1 ,2 , ⋯,2n . (1)

式中 : Fx i
是与 x i 对应的模糊子集 ,包括正 ( P)和负

( N) 2个语言值 , ±Cr
Fxi
为与 Fx i
对应的 2n个实常数.

2)常数项±Cr
Fxi
与 F x i
是一一对应的 ,即如果在

If 部分包括 Fx i
,则在 Then部分应对应包括±Cr

Fxi
;

相反如果在 If 部分不包括 Fx i
,则在 Then部分也应

不包括 ±Cr
Fxi

. 如果 Fx i
项所描述的语言值是正

( P) ,则 + Cr
Fxi
出现在 Then部分 ;如果 Fx i

项所描述

的语言值是负 ( N) ,则 - Cr
Fxi
出现在 Then部分.

3)此模糊规则基共有 2n 条模糊规则 ,即在 If 部

分模糊变量包括所有可能的正 ( P) 、负 ( N)组合.

为表达简便 ,设 Cr
Pi

= + Cr
Fxi

, Cr
N i

= - Cr
Fxi

.

引理 1 　给定 n组模糊双曲模型的规则基 ,如

果定义输入变量对应的模糊集合 P和 N 的隶属函

数为

μP ( x i ) = e
- 1

2 ( x i - l i
) 2

,μN ( x i ) = e
- 1

2 ( x i + l i
) 2

. (2)

式中 : l i 为常数 ,那么应用单点模糊器 ,乘机推理机 ,

和中心平均反模糊器 ,可得

Ûx r ( t) = ∑
n

i = 1

Cr
Pi

e l i x i + Cr
N i

e - l i x i

e l i x i + e - l i x i
=

∑
n

i = 1
pi + ∑

n

i = 1
qi

e l i x i - e - l i x i

e l i x i + e - l i x i
=

∑
n

i = 1
pi + ∑

n

i = 1
qi tanh ( l i x i ) .

式中 : p i =
Cr

Pi
+ Cr

N i

2
, qi =

Cr
Pi

- Cr
N i

2
.所以 ,整个系统

的模型可表示为

Ûx ( t) = p + Atanh (Lx ( t) ) . (3)

式中 : p是常向量 , A是常矩阵 , tanh (L x) =

( tanh ( l1 x1 ) , tanh ( l2 x2 ) , ⋯, tanh ( ln x n) ) T , L =

diag ( l1 , ⋯, ln) .

称式 (3)为模糊双曲模型 ( F HM) .

如果取 Cr
Pi
和 C r

N i
互为相反数 ,那么可得到如下

的齐次 F HM :

Ûx ( t) = Atanh (Lx ( t) ) . (4)

　　模糊双曲模型具有以下几个优点 :

1)模糊双曲模型集合是 T2S模糊模型集合的

一个真子集.模糊双曲模型能够逼近定义在致密集

上的非线性函数 ,是一种全局模型 ,因此可以根据此

模型来逼近未知的非线性系统.

2)模糊双曲模型将传统的模糊模型的结构辨识

问题化简为确定对应的模糊变量个数问题 ,辨识的

复杂性大大降低 ,辨识参数的个数较少.

3)与其他的模糊模型相比 ,模糊双曲模型更加

适合于所知有限的多变量非线性系统的逼近.

4)模糊双曲模型也是一种递归神经网络模型 ,

因此可以通过神经网络强大的学习功能来获取模型

参数.

2　积分滑模控制器的设计

若考虑控制输入 ,则模糊双曲模型的数学表达

式为

Ûx ( t) = Atanh (Lx ( t) ) + Bu ( t) . (5)

式中 : x ( t) = ( x1 ( t) , ⋯, x n ( t) ) T ∈Rn , u ( t) =

( u1 ( t) , ⋯, um ( t) ) T ∈Rm , L = diag ( l1 , ⋯, ln) , A和B

是适当维数的常矩阵.

从式 ( 5 ) 中 , 可以得到如下结论 : 1 ) 因为

tanh ( x i ) = x i -
x3

i

3
+

2 x5
i

15
- ⋯,所以当| x i ( t) |的值很

小的时候 , F HM 可以近似为线性模型 Ûx ( t ) =

AL x( t) + Bu( t) ; 2)函数 tanh ( ·)满足 Πa , b∈R,

| tanh ( a) + tanh ( b) | ,这说明函数 tanh ( ·)是一类

奇函数并满足 12Lip schitz条件.

选取积分切换函数

s ( t) = Cx ( t) -∫
t

0
C( A + BK) tanh (Lx ( v) ) dv.

(6)

式中 :需要设计矩阵 C∈Rm×n ,使 CB是非奇异的 ;

设计矩阵 K∈Rm×n ,使 A + B K是 Hurwitz的.

在理想情况下 ,当系统进入滑模面以后 ,系统的

状态轨迹将保持在其上面 ,即满足 s = 0 ,从而有 Ûs =

0 .所以 ,从中可以求出等效控制量 :

ue = Ktanh (Lx ( t) ) . (7)

把式 (7)代入式 (5) ,得到在理想情况下系统的滑模

动态方程如下 :

Ûx ( t) = ( A + BK) tanh (Lx ( t) ) . (8)

　　注 1　这里采用积分滑模方法的主要目的是 :应用它可

以较容易的处理一类非线性系统.因为对这类非线性系统 ,

尽管可以使用 F HM来逼近 ,但是也不能与线性系统一样 ,

通过非奇异变换而成为标准型. 因而使用常规的切换函数 ,

即 s ( t) = Cx( t) ,对系统 (5)是失效的.

为考虑滑模运动的稳定性 ,基于 L MI方法给出

如下结果 :

定理 1 　为节省空间 ,如果存在对角矩阵 R >

0 ,矩阵 V > 0 ,和适当维数的矩阵 W满足 :

V - W - WT ( A + BK) T LR + WT

RL ( A + B K) + W - V
< 0 ,

(9)

·36·第 1期　　　　　　　　　　　　杨　− ,等 :基于模糊双曲模型的积分滑模控制

© 1994-2008 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net



则滑模动态 (8)是渐近稳定的.

证明　选取如下的 L yap unov函数 :

V ( t) = 2∑
n

i = 1
ri ln (cosh ( l i x i ) ) . (10)

式中 : x i 是 x ( t)的第 i个分量 , l i 是 L 第 i 个对角元

素 ,并且 l i > 0 , ri > 0 .因为

cosh ( l i x i ) =
e l i x i + e - l i x i

2
≥ (e l i x i )

1
2 (e - l i x i )

1
2 = 1 ,

(11)

可知 ,对 Πx( t) ,并且当‖x ( t) ‖→∞时 , V ( t) →∞.

因此有

ÛV ( t) = 2∑
n

i = 1
ri tanh ( l i x i ) l i Ûx i =

2tanhT (Lx ( t) ) RLÛx =

2tanhT (Lx ( t) ) RL [ ( A + B K) tanh (Lx ( t) ) ] =

tanhT (Lx ( t) ) [ RL ( A + B K) + ( A +

B K) T LR ] tanh (Lx ( t) ) .

式中 : R = diag ( r1 , ⋯, rn) ∈Rn×n .

应用文献[ 12 ]中的逆投影引理 ,可知式 (9)成立

等价于 :

RL ( A + B K) + ( A + BK) T LR < 0 . (12)

如果式 (12)成立 ,则 ÛV ( t) < 0 ,即滑模动态是渐近稳

定的.

注 2　因为要求 A + B K是 Hurwitz的 ,所以可以根据线

性系统反馈设计的方法 ,例如极点配置、特征向量配置等方

法来确定矩阵 K ,以满足不同的动态性能.当然 ,同时还要满

足定理 1的条件 ,才能确保滑模动态的稳定性.

下一步 ,需要设计积分滑模控制器 ,来保证系统

的状态轨迹能够在有限时间内到达滑模面上并且保

持在它上面运动.

定理 2　为节省空间 ,如果采用如下积分滑模

控制器

u( t) = Ktanh (Lx ( t) ) - ( Ys ( t) + Zsgn ( s ( t) ) ) .

(13)

式中 : Y = diag ( y i ) ∈Rm×m , y i ≥0 , Z = diag ( z i ) ∈

Rm×m , z i > 0 ,则系统 (5)的状态轨迹能够在有限时间

内到达滑模面 s ( t) = 0上并且保持在它上面运动.

证明　选取如下的 L yap unov函数 :

V ( t) =
1
2

sT ( t) ( CB) - 1 s ( t) . (14)

把式 (13)代入式 (6) ,可得

Ûs ( t) = - CB ( Ys ( t) + Zsgn ( s ( t) ) ) . (15)

于是有

ÛV ( t) = sT ( t) ( CB) - 1 Ûs ( t) = - sT ( t) ( Ys ( t) +

Zsgn ( s ( t) ) ) ≤∑
m

i = 1

( y is
2
i + z i | si | ) .

式中 :si 是 s ( t)的第 i个分量.因此 ,对 Π‖s ( t) ‖≠

0 , ÛV ( t) < 0 .这表明 ,系统的状态轨迹能在有限时间

内到达滑模面 s ( t) = 0上并且保持在上面运动.

注 3　对于确定的 z i ,可以通过选取适当大的 y i 加快达

到滑模面的时间 ,从而可减弱系统抖动对实时控制带来的不

利影响.

为了便于实现该控制器 ,假设对 Π i ,存在标量 ,

�y≥max ( y i ) ≥0 , �z ≥max ( z i ) > 0 ,并给出如下推论 :

推论 1　考虑系统 (5)和切换函数 (6) ,取 C =

BT R并且 R是 L MI (9)的解 ,如果采用如下积分滑

模控制器 :

u( t) = Ktanh (Lx ( t) ) - ( �ys ( t) + �z sgn ( s ( t) ) ) ,

(16)

则系统 (5)的状态轨迹能够在有限时间内到达滑模

面 s ( t) = 0上并且保持在它上面运动.

因此 ,可以按照下列步骤设计变结构控制器 :

1)设计矩阵 K ,使 A + B K是 Hurwitz的 ;

2)通过解 L MI(9) ,求得对角正定矩阵 R ;

3)取滑模增益矩阵 C = BT R ,并得到积分切换

函数 s ( t) ;

4)选取适当标量 �y≥0 , �z > 0 ,根据式 ,设计出控

制器 u( t) .

3　仿真例子

考虑文献[10 ]中的连续非线性系统 ,经过辨识

和建模过程[7 ,10 ] ,可以得到它的 F HM如下 :

Ûx ( t) = Atanh (Lx ( t) ) + Bu ( t) . (17)

式中 :A =
0 - 0 . 6

0 . 8 - 0 . 6
, L =

1 . 353 3 0

0 0 . 052 7
,

B = [0　1 ]T .

在该例中 ,取初值为 x (0) = [ 0 . 1 0 . 5 ]T ,并且

选择矩阵 K= [207 . 533 3　- 19 . 400 0 ] ,然后求得

R =
304 . 049 9 0

0 22 . 486 4
, C = [0　22 . 486 4 ].取

�y = 0 . 5 , �z = 1 ,则积分滑模控制器 u ( t)可通过式

(16)得出.

图 1～3分别显示了系统 (17)的状态轨迹 ,控制

信号 u( t)和积分切换函数 s ( t)的曲线.

仿真结果说明文中所提出的积分滑模控制器设

计方法对一类能使用 F HM逼近的非线性系统是非

常有效的.
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4　结束语

针对一类连续非线性系统 ,研究了基于模糊双

曲模型的积分滑模控制问题.通过基于 L MI的方

法 ,给出了使滑模动态渐近稳定的充分条件.并且积

分切换函数和积分滑模控制器的实现都依赖于

L MI的解.因为滑模控制也是一种有效的鲁棒控制

方法 ,所以对这类非线性系统的鲁棒控制将是进一

步的研究方向.
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