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π型隶属函数的典型模糊控制器的解析结构
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摘　要 :研究了一种新型的典型模糊控制器 ,它的输入隶属函数采用π型样条函数 ,具有二阶逼近特性 ,而一般典型

模糊控制器采用的三角形隶属函数只具有一阶逼近特性 ,因此研究这种新型的模糊控制器具有重要的意义.文章首

先给出了该类典型模糊控制器的定义 ,推导了它的解析表达式 ,证明了该类典型模糊控制器可以等效为一个全局的

二维继电器和一个局部的非线性 PD控制器之和.在此基础上 ,给出了其极限特性和非线性特性.
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　　自从 1972年 Zadeh 教授提出模糊控制的基本

原理以来 ,由于模糊控制器的不确定性以及结构的

复杂性 ,使得它的研究一般采用黑箱方法 ,这与经典

控制理论中广泛采用的基于解析分析的技术方法大

有不同 ,不能对系统特性和性能进行有效的数学分

析.为了对模糊控制器的结构进行深入的研究 ,从

1989年开始 ,应浩教授等开创了采用解析分析方法

研究模糊控制器的结构这一新的研究方向 ,并取得

了诸多重要的研究成果[226 ] ,这也引起了国内外学者

的关注[7213 ] . Ying[ 3 ]最先证明了 2 个线性输入模糊

集 ,4个模糊规则 , Zadeh 模糊逻辑 AND 和 OR 操

作的重心解模糊器的最简单 Mamdani 模糊控制是

非线性 PI控制器 ,之后很多学者对此进行了深入扩

展研究[ 4211 ] ,也得到了一类 T2S模糊控制器的解析

结构.模糊控制器与线性 PI/ PD控制器的解析结构

关系 ,说明了它们之间的增益关系 ,为模糊控制系统

的稳定性设计提供了方案[12213 ] .然而 ,在目前已有的

研究成果中 ,为了简化模糊控制器的解析表达式推

导 ,隶属函数一般采用三角形隶属函数.但由于三角

形函数自身的一些缺点 ,当其用于函数逼近时有时

不能达到预期的良好效果[14 ] .李洪兴教授指出模糊

控制器的本质是一类插值器[ 15 ] ,因此模糊控制器的

性能与各个变量的隶属函数形状有着密切的关系.

Kosko [15 ]也同样指出模糊规则的输入变量的隶属函

数形状直接影响着模糊系统对于连续函数的逼近能

力.因此寻求一类特殊的能够替代三角形隶属函数

的函数具有重要的意义.在纯数学逼近理论 ,神经网
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络、小波分析中 ,π函数已经被广泛的应用 ,文献

[16 ]将其引入到模糊系统中 ,证明了多输入单输出

模糊系统具有通用逼近性 ,而且相对于三角形隶属

函数具有更好的非线性逼近能力.而目前π型隶属

函数的模糊系统解析结构研究仍没有任何成果 ,这

引起了学者的关注.

因此文中针对π型隶属函数的本质结构特性进

行了专门研究.为了简化模糊系统的解析表达式 ,文

中定义了一类典型的模糊控制器 ,对其进行了解析

分析 ,并得到其本质结构特性 ,进而分析了其极限结

构和非线性特性.

1　数学准备

1. 1　π型函数的定义和性质

定义 1　π型函数[16 ] :中心为 b,宽度为 2 a的π

型函数如图 1所示 ,它的数学表达式如式 (1) ,记为

π( x , a , b) ∈R.

图 1　中心为 b,宽度为 2 a的π型函数

Fig. 1　πfunction with center b and width 2 a

记 :π- = b - a为π型函数的左端点 ;

π+ = b + a为π型函数的右端点.

π( x , a , b) =

0 , x ≤b - a ,

2
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a
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,
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,
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a

2
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(1)

　　显然 ,π型函数具有如下性质 :

1)π型函数是 [ b - a , b + a ]上的 3 段二次多项

式插值函数 ,即二阶样条函数 ;在分段点 b±0 . 5 a处

的函数值为 0 . 5 .

2)π型函数关于以中心点 b所做的纵轴对称.

3)π型函数作为隶属函数的模糊集是一个模糊

数.因为 0≤π( x , a , b) ≤1 ,且{ x|π( x , a, b) = 1} ≠Φ,

所以π型函数是一个模糊数 ,简称为π型模糊集合.

1 . 2　π型全交叠模糊集合的定义和性质

定义 2　π型全交叠模糊集合 :对于顺序排列的

2 n + 1个π型模糊集合πi ( x , ai , bi ) ∈R , i = { - n , -

n + 1 , ⋯, n} , x ∈[α,β].如果前一个模糊集合πi 的

中心和后一个模糊集合πi + 1的左端点重合 ,同时后

一个模糊集合πi + 1的中心和前一个模糊集合πi 的

右端点重合 , 即满足条件 :

π-
i+1 = bi+1 - ai+1 = bi ,

π+
i = bi + ai = bi+1 ,

b- n =α,

bn =β.

(2)

则称这 2 n + 1模糊集合为π型全交叠模糊集合.注

意α、β分别为最左端和最右端模糊集的中心点.

定义 3 　π型全交叠均匀分布模糊集合 : 设

πi ( x , ai , bi ) ∈R , i = { - n , - n + 1 , ⋯, n} , x ∈[α,β]

为π型全交叠模糊集合 ,若所有π型隶属函数的宽

度均相等 ,即满足条件 :

ai = ai+1 =
β- α

2 n
. (3)

则称为π型全交叠均匀分布模糊集合.

以 n = 2为例 ,在 x∈[ - 1 , 1 ]上 ,宽度为 1的π

型全交叠均匀分布的模糊集合如图 2所示.

图 2　π型全交叠均匀分布模糊集合 ( n = 2)

Fig. 2　Fully overlapped equally dist ributedπ

fuzzy set s ( n = 2)

π型全交叠模糊集合具有 2个很好的特性 : 均

匀分布性和一致性.这给模糊控制器的结构分析带

来很大的便利.

性质 1　π型全交叠模糊集合一定均匀分布.

证明　由定义 2中的 (2)式可得

bi+1 - ai+1 = bi , bi + ai = bi+1 .

　　由上述 2个等式相加可得 ai + 1 = ai .即满足定义

3中的条件等式 (3) ,因此该模糊集合一定均匀分布.

性质 2　对于π型全交叠模糊集合πi ( x , ai , bi ) ∈

R , i = { - n , - n + 1 , ⋯, n} , x∈[α,β] , Π x0 ∈[α,β] ,

都有 ∑
n

i = - n
πi ( x0 ) = 1 ,因此π型全交叠模糊集合在[α,

β]上总一致.

·23· 智　能　系　统　学　报　　　　　　　　　　　　　　　　 　第 3卷

© 1994-2009 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net



证明　因为 x0 ∈[α,β] ,不妨设 x0 ∈[ bt , bt + 1 ] ,

t∈[ - n , - n + 1 , ⋯, n - 1 ] ,在此区间只有πt、πt + 1

的值不为 0 ,即πi = 0 ( i≠t ,且 i≠t + 1) .由π函数的

定义和性质 ,πt、πt + 1在交叉点的函数值为πt ( bt +

0 . 5 at ) =πt + 1 ( bt + 1 - 0 . 5 at + 1 ) = 0 . 5 ,因此 [ bt , bt + 1 ]

可分为 2段[ bt , bt + 0 . 5 at ]和[ bt + 0 . 5 at , bt + 1 ].由于

π型函数的对称性 , 只需证明前一区间即可.

Π x0 ∈[ bt , bt + 0 . 5 at ] ,由定义 1可得

πt ( x0 ) +πt+1 ( x0 ) =

1 - 2
x - bt

a t

2

+ 2
x - bt+1 + at+1

at + 1

2

.

　　由性质 (1)可得 at + 1 = at , bt + 1 = bt + at ,将其代

入上式得

πt ( x0 ) +πt+1 ( x0 ) =

1 - 2
x0 - bt

a t

2

+ 2
x0 - bt - at + at

a t

2

= 1 .

所以 ,πt ( x0 ) +πt + 1 ( x0 ) + ∑
N

i = 1 , i≠t , t + 1
πi ( x0 ) = 1 ,即

∑
N

i = 1
πi ( x0 ) = 1 .

2　采用π型隶属函数的典型模糊控制
器定义

　　研究的典型模糊控制器为两输入一输出模糊系

统 f :U < R2 →V < R ,其中 U = U1 ×U2 < R2 为输入

空间 ,V < R为输出空间 ,模糊控制系统的结构如图

3所示.

图 3　模糊控制系统的结构图

Fig. 3　The st ructure of the fuzzy control system

其中 ,单输入单输出 ( SISO)被控对象的输入为

ut ,输出为 y t ,参考输入为 st , t为离散时间变量 , T

为采样周期.设模糊控制器的 2 个输入分别为误差

et 和误差的差分 r t ,输出为 ut ,即

et = st - y t ,

rt =Δet = et - et- 1 .

　　引入比例因子 Ge、Gr、Gu 使输入输出变量正规

化 ,即

e3 = Gee t ,

r3 = Gr r t ,

ut = Gu u 3 .

(4)

式中 :e3 , r3 , u 3 ∈[ - 1 ,1 ].

设采用π型隶属函数的典型模糊控制器 ,其设

计参数如下 :

1)输入和输出变量的模糊集及隶属函数.

正规化的输入变量 e3 、r3采用全交叠均匀分布

的π型隶属函数 ,如图 4 (a)所示. 正规化的输出变

量 u3采用均匀分布的单点隶属函数 ,如图 4 ( b)所

示.设 e3 、r3分别定义 2 n + 1个模糊集合 ,其中 n个

为正 , n个为负 ,1个为零 ,分别为π1
p ( p = - n , ⋯, n)

和π2
q ( q = - n , ⋯, n) ,模糊集合的中心分别为 b1

p =

p/ n和 b2
q = q/ n ,宽度分别为 2 a1 和 2 a2 ,相邻模糊集

中心之间的距离分别为 a1 = a2 = 1/ n.输出 u3定义

4 n + 1个模糊集合 ,用 U z ( z = - 2 n , ⋯,2 n)表示 , U z

的中心为δz =
z

2 n
,相邻模糊子集中心之间的距离为

s =
1

2 n
.

图 4　模糊控制器的输入输出隶属函数

Fig. 4　The membership functions of the input

variables and the output variable for the

defined fuzzy controller

2)模糊控制规则

这里采用线性控制规则 ,也就是输出模糊子集

的下标与输入模糊子集的下标成线性关系.这里输

出模糊子集的下标为输入模糊子集下标的和 ,即 z =

p + q.

R pq :If e3 isπ1
p and r3 isπ2

q , Then u3 is U z .

( p = - n , ⋯, n; q = - n , ⋯, n; z = - 2 n , ⋯,2 n)

3)模糊推理方法

采用 Sum2Product 模糊推理方法.
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Sum : x1 © x2 ©⋯© x r =

min{ 1 , x1 + x2 ⋯+ x r} ,

Product : x1 ·x2 ⋯x r = x1 x2 ⋯x r .

4)解模糊方法

由性质 2和π型隶属函数的性质可知 ,任意几

个规则的激活度之和必然小于等于 1 ,所以 Sum2
Product 中的有界和可以用普通和代替 ,因此采用

重心法解模糊可得模糊控制器的输出为

u3
∑

n

p , q = - n

πp ( e3 )πq ( r3 ) ( p + q) s

∑
n

p , q = n

πp ( e3 )πq ( r3 )

. (5)

3　π型典型模糊控制器的解析表达式
及结构分析

　　为不失一般性 ,设 e3 ∈[ b1
p , b1

p + 1 ] , r3 ∈[ b2
q ,

b2
p + 1 ] , p∈{ - n , ⋯, n - 1} , q∈{ - n , ⋯, n - 1} .在此

区域只有 4条模糊规则被激活 ,即

If e3 isπ1
p and r3 isπ2

q , Then u 3 = ( p + q) s ;

If e3 isπ1
p and r3 isπ2

q + 1 , Then u 3 = ( p + q + 1) s ;

If e3 isπ1
p + 1 and r3 isπ2

q , Then u3 = ( p + q + 1) s ;

If e3 isπ1
p + 1 and r3 isπ2

q + 1 , Then u3 = ( p + q + 2) s ;

由 (5)式得

u3 =
∑

n

p , q = - n

πp ( e3 )πq ( r3 ) ( p + q) s

∑
n

p , q = - n

πp ( e3 )πq ( r3 )

=

πpπq ( p + q) s +πp+1πq ( p + q + 1) s
πpπq +πp+qπq +πpπq+1 +πp+qπq+1

+

πpπq+1 ( p + q + 1) s +πp+1πq+1 ( p + q + 2) s
πpπq +πp+1πq +πpπq+1 +πp+1πq+1

,

分母 =πqπp +πp+1πq +πpπp+1 +πp+1πq+1 =

(πp +πp+1 )πq + (πp +πp+1 )πq+1 =

πq +πq+1 = 1 ,

分子 =πpπq ( p + q) s +πp+1πq ( p + q + 1) s +

πpπq+1 ( p + q + 1) s +πp+1πq+1 ( p + q + 2) s =

(πpπq +πp+1πq +πpπq+1 +πp+1πq+1 ) ( p + q) s +

(πp+1πq +πpπq+1 + 2πp+1πq+1 ) s =

( p + q) s + (πp+1 +πq+1 ) s =
p + q

2 n
+
πp+1 +πq+1

2 n
.

　　因此 ,可得

u 3 =
p + q

2 n
+
πp+1 +πq+1

2 n
. (6)

　　根据π型典型模糊控制器的解析表达式 ,研究

了它的结构特性 ,极限特性和非线性特性 ,总结成下

面 3个定理.

定理 1 (π型典型模糊控制器的结构定理) 　π

型典型模糊控制器可以等效为一个全局的二维继电

器和一个局部的非线性 PD控制器之和.

证明　根据上面推导出的典型模糊控制器的解

析表达式 (6)式分为 2部分 ,即

u 3 =ΦG ( p , q) +ΦL ( e3 , r3 ) , (7)

ΦG ( p , q) =
p + q

2 n
, (8)

ΦL ( e3 , r3 ) =
πp+1 ( e3 ) +πq+1 ( r3 )

2 n
. (9)

式中 :ΦG ( p , q)的作用是全局性的 ,只与 e3 、r3所在

的小区间在整个输入空间中的位置有关 ,因此是一

个全局的二维继电器. 而ΦL ( e3 , r3 )与πp + 1 ( e3 )和

πq + 1 ( r3 )有关 ,由于采用均匀分布的隶属函数 ,各个

模糊集合的宽度相同 ,πp + 1 ( e3 )和πq + 1 ( r3 )只与 e3

和 r3相对于模糊集合中心点的距离相关 ,即与 e3 、

r3在小区间内的相对位置有关 ,所以 ,ΦL ( e3 , r3 )的

作用是局部性的 , 且是一个非线性的 PD控制器.

以 n = 2 为例 ,ΦG ( p , q)和 u3 的控制曲面分别

如图 5和图 6所示.
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　　注释 1 　当典型模糊控制器的输出为Δut =

ut - ut - 1时 ,π型典型模糊控制器可以等效为一个全

局的二维继电器和一个局部的非线性 PI控制器之

和 ,即 :

Δu3 =
p + q

2 n
+
πp+1 +πq+1

2 n
=

ΦG ( p , q) +ΦL ( e3 , r3 ) .

　　定理 2 (π型典型模糊控制器的极限定理) 　对

于π型典型模糊控制器 ,当 2 个输入变量的模糊集

个数趋向无穷时 ,全局的二维继电器趋近于线性

PD控制器 ,而局部的非线性控制器将会消失 ,即 :

u3

n→∞
=Φ∞G ( p , q) +Φ∞L ( e3 , r3 ) ,

Φ∞G ( p , q) = lim
n→∞
ΦG ( p , q) =

1
2

( e3 + r3 ) ,

Φ∞L ( e3 , r3 ) = lim
n→∞
Φ∞L ( e3 , r3 ) = 0 .

证明篇幅较长 ,见附录.

注释 2　由定理 2 可知 ,当 2 个输入变量的模

糊集个数 n趋向无穷时 ,π型典型模糊控制器的输

出等效于一个线性 PD 控制器 ,其比例和微分放大

系数分别为 K∞P =
1
2

, K∞D =
1
2

.

定义 3　模糊控制器的非线性度ρ定义为[6 ]

ρ=
| <L max

|

| <L max
| +| <Gmax

|
.

定理 3 (π型典型模糊控制器的非线性定理) 　π

型典型模糊控制器的非线性度为 1/ n.

证明　因为

ρ=
| <L max

|

| <L max
| +| <Gmax

|
=

1
n

.

| <L max
| = max

p = - n , ⋯, n- 1
q = - n , ⋯, n- 1

p + q
2 n

=
2 ( n + 1)

2 n
=

n - 1
n

,

又因为

| <Lmax | = max
p = - n1 , ⋯, n1 - 1

q = - n2 , ⋯, n2 - 1

πp+1 ( e3 ) +πq ( r3 )
2 n

=
1
n

,

所以 ,ρ=
| <L max

|

| <L max
| + | <Gmax

|
=

1
n

.

注释 3　由定理 3可知 ,π型典型模糊控制器的

非线性度只与输入变量定义的模糊集合的个数 n有

关 , n越大 ,非线性度越小.当输入空间进行无穷划

分 ,也就是每个子区域足够小时 ,π型典型模糊控制

器收敛为一个线性 PD 控制器 ,其非线性度也逐渐

趋于 0 .

4　结束语

文章推导了具有π型隶属函数的典型模糊控制

器的解析表达式 ,得到了该模糊控制器可以等效为

一个全局的二维继电器和一个局部的非线性 PD控

制器之和的结论 ; 并且研究了其极限特性和非线性

特性 , 得出了其非线性度只与输入变量的模糊集合

个数有关 ,模糊集合个数越多 ,非线性度越小的结

论. 由于π型隶属函数具有二阶逼近性能 ,而且π

型全交叠模糊集合具有均匀分布性和一致性 , 这给

模糊控制器的结构分析带来了很大的便利 ,也为π

型隶属函数的典型模糊控制器的稳定性设计奠定了

基础.然而三角形隶属函数的模糊控制器具有简单

易于实现的优点 ,因此在π型隶属函数的控制器设

计中 ,如何平衡控制器的逼近性和设计的简单性值

得进一步的深入研究.

附录　

定理 2的证明.

1)Φ∞G ( p , q)部分的证明.

由Φ∞G ( p , q)的定义和式 (8)可得 :

Φ∞G ( p , q) = lim
n→∞
ΦG ( p , q) = lim

n→∞

p + q
2 n

.

因为 e3 ∈[ b1
p , b1

p + 1 ] , r3 ∈[ b2
q , b2

q + 1 ] ; 即 e3 ∈

p
n

,
p + 1

n
, r3 ∈ q

n
,
q + 1

n
,所以 ,当 n →∞时 ,

e3 →p
n

, r3 →q
n

,代入上式可得 :

Φ∞G ( p , q) = lim
n→∞

p + q
2 n

=
1
2

( e3 + r3 ) .

　　2)Φ∞L ( e3 , r3 )部分的证明.

由Φ∞L ( e3 , r3 )的定义和式 (9)可得 :

Φ∞L ( e3 , r3 ) = lim
n→∞

πp+1 ( e3 ) +πq+1 ( r3 )
2 n

.

　　因为 e3 ∈ p
n

,
p + 1

n
, r3 ∈ q

n
,
q + 1

n
,当 n→

∞时 , e3 → p
n

,
1

2 n
, r3 → q

n
,

1
2 n

,即 ne3 - p → 1
2

,

nr3 - q→1
2

.

由π型隶属函数的定义 ,可得

当 e3 ∈ p
n

,
p
n

+
1

2 n
时 ,

πp ( e3 ) = 1 - 2
x - b1

p

a1

2

=

1 - 2
e3 - p/ n

1/ n

2

= 1 - 2 ( ne 3 - p) 2 ;

　　当 e3 ∈ p
n

+
1

2 n
,

p
n

+
1
n
时 ,

πp ( e3 ) = 2
x - b1

p - a1

a1

2

=
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2
e3 - p/ n - 1/ n

1/ n

2

= 2 ( ne 3 - p - 1) 2 .

同理可得πq ( r3 )的分段隶属度函数.

并且由定理 1可知

πp ( e3 ) +πp+1 ( e3 ) = 1 ,πq ( r3 ) +πq+1 ( r3 ) = 1 .

　　综上 ,可得 e3 和 r3 的隶属度函数如表 1、2 所

示. 并将表 1、2中的值代入式 (3)中 ,可得到ΦL ( p ,

q) ,如表 3所示.

表 1　输入 e 3在区间 p
n

,
p
n

+
1
n
上的隶属函数值πp ( e 3 ) ,πp + 1 ( e3 )

Table 1　The value ofπp ( e 3 ) andπp + 1 ( e3 ) for e 3 in
p
n

,
p
n

+
1
n

πp ( e3 ) 　　　　　　 πp + 1 ( e3 )

e3 ∈ p
n

,
p
n

+
1

2 n
1 - 2 ( ne3 - p) 2 2 ( ne3 - p) 2

e3 ∈ p
n

+
1

2 n
,

p
n

+
1
n

2 ( ne3 - p - 1) 2 1 - 2 ( ne3 - p - 1) 2

表 2　输入 r 3在区间 q
n

,
q
n

+
1
n
上的隶属函数值πq ( r 3 ) ,πq + 1 ( r 3 )

Table 2　The value ofπq ( r 3 ) andπq + 1 ( r 3 ) for r 3 in q
n

,
q
n

+
1
n

πq ( r3 ) 　　　　 πq + 1 ( r3 )

r3 ∈ q
n

,
q
n

+
1

2 n
1 - 2 ( nr3 - q) 2 2 ( nr3 - q) 2

r3 ∈ q
n

+
1

2 n
,

q
n

+
1
n

2 ( nr3 - q - 1) 2 1 - 2 ( nr3 - q - 1) 2

　　下面针对表格 3中的 4种情况分别讨论 :

第 1种情况 :

Φ∞L ( p , q) = lim
n→∞
ΦL ( p , q) =

lim
n→∞

( ne 3 - p) 2 + ( nr 3 - q) 2

n
,

又因为 e3 ∈ p
n

,
p
n

+
1

2 n
, r3 ∈ q

n
,

q
n

+
1

2 n
,

因此 0≤ne3 - p≤1
2

,0≤nr3 - q≤1
2
可得 0≤

2 ( ne3 - p) 2 + 2 ( nr3 - q) 2 ≤1 .所以 ,Φ∞L ( p , q) =

lim
n→∞
Φ∞L ( p , q) = 0 .

表 3　e 3 ∈ p
n

,
p
n

+
1
n

, r 3 ∈ q
n

,
q
n

+
1
n
区域内的控制曲面ΦL ( p , q)

Table 3　The value of ΦL ( p , q) for e3 in p
n

,
p
n

+
1
n

and r 3 in q
n

,
q
n

+
1
n

e3

r3

r3 ∈ q
n

,
q
n

+
1

2 n
r3 ∈ q

n
+

1
2 n

,
q
n

+
1
n

e3 ∈ p
n

,
p
n

+
1

2 n
( ne3 - p) 2 + ( nr3 - q) 2

n
1 + 2 ( ne3 - p) 2 - 2 ( nr3 - q - 1) 2

2 n

e3 ∈ p
n

+
1

2 n
,

p
n

+
1
n

1 - 2 ( ne3 - p - 1) 2 + 2 ( nr3 - q) 2

2 n
1 - ( ne3 - p - 1) 2 - ( nr3 - q - 1) 2

n

　　第 2种情况 :

Φ∞L ( p , q) = lim
n→∞
ΦL ( p , q) =

lim
n→∞

1 + 2 ( ne 3 - p) 2 - 2 ( nr 3 - q - 1) 2

2 n
,

又因为 e3 ∈ p
n

,
p
n

+
1

2 n
, r3 ∈ q

n
+

1
2 n

,
q
n

+
1
n

,
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因此 ,0 ≤ne3 - p ≤1
2

, -
1
2
≤nr3 - q - 1 ≤0 ,得

1
2
≤1 + 2 ( ne3 - p) 2 - 2 ( nr3 - q - 1) 2 ≤3

2
.所以 ,

Φ∞L ( p , q) = lim
n→∞
Φ∞L ( p , q) = 0 .

第 3种情况 :

同理 , -
1
2
≤ne3 - p - 1 ≤0 , 0 ≤nr3 - q≤1

2
,

因此 ,
1
2
≤1 - 2 ( ne3 - p - 1) 2 + 2 ( nr3 - q) 2 ≤3

2
.

所以 ,Φ∞L ( p , q) = lim
n→∞
Φ∞L ( p , q) = 0 .

第 4种情况 ,

同理 , -
1
2
≤ne3 - p - 1 ≤0 , -

1
2
≤nr3 - q -

1≤0 .因此 1 ≤2 - 2 ( ne3 - p - 1) 2 - 2 ( nr3 - q -

1) 2 ≤2 .所以 ,Φ∞L ( p , q) = lim
n→∞
Ф∞L ( p , q) = 0 .

综合以上 4种情况可得Φ∞L ( p , q) = lim
n→∞
Φ∞L ( p ,

q) = 0 .
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