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多边形序列的最短路径算法
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摘　要 :给定平面上一个含 k个简单多边形的序列及一个起点 p 和一个终点 q ,近似地计算一条最短路径使得它开

始于 p点 ,然后按指定的次序访问每个多边形 ,最后终止于 q点.如果多边形是两两不相交且是非凸的 ,那么此问题

至今还没有算法解.应用一种 R算法 ,给出复杂性为κ(ε) ·O( n)的一种近似算法 ,这里 n是给定多边形的顶点总数 ,

函数κ(ε)定义为 L 0 与 L 的差与ε的商 ,其中 L 0 是初始路径长度 , L 是最优路径长度 ,ε是计算精确度.给定的 R算

法稍作修改也能用来近似地解决 3个 NP完全或 N P困难的三维欧几里德最短路径问题 ( ESP) .它们的复杂性均为

κ(ε) ·O( k) ,这里 k是含有所给定的障碍物的堆的层数.
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Abstract :Given a sequence of k simple polygons in a plane , and a start point p , a target point q. We ap2
proximately comp ute a shortest pat h that start s at p , t hen visit each of t he polygons in t he specified order ,

and finally end at q. So far no solution is known if t he polygons are disjoint wit h each ot her and non2con2
vex. By applying a rubberband algorit hm , we give an approximate algorit hm with time complexity in

κ(ε) ·O( n) , where n is t he total number of vertices of t he given polygons , and f unctionκ(ε) is t he differ2
ence between L 0 and L overε, where L 0 is t he length of t he initial pat h , and L is t he t rue (i . e. , optimum)

path lengt h. The given rubberband algorit hm can also be applied to solve app roximately t hree N P2complete

or N P2hard 3D Euclidean shortest pat h ( ESP) problems inκ(ε) ·O( k) , where k is t he number of layers in

a stack which contains the defined obstacles.
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本文报告 R算法的一些应用 . R算法最初由文

献[ 1 ]提出 ,然后文献 [ 2 ]加以详细研究 .在详细说

明 R算法之前 ,首先描述 2 个紧密相关的问题 ,旅

游多边形问题和部件切割问题 ,文中将给出它们的

近似解 .本文第 2节介绍 R算法的基本原理和一些

应用时应注意的问题 ,第 3节举例说明它关于旅游

多边形问题和 q 矩形问题的应用 ,第 4 节结束

全文.

1　问题的提出

111　旅游多边形问题

　　回忆文献[3 ]所引入的一些概念和符号.该文首

次提出旅游多边形问题.假设π是一个平面 ,它可以

表示成 R2 .考虑多边形 Pi <π,这里 i = 1 ,2 , ⋯, k及

两点 p , g∈π.假如 p0 = p及 p k + 1 = q , p i ∈R2 ,此处

i = 1 ,2 , ⋯, k ,ρ〈p , p1 , p2 , ⋯, pk , q〉表示路径 p p1 p2

⋯pk q < R2 .假如ρ〈 p , q〉表示路径ρ〈 p , p1 , p2 , ⋯,

pk , q〉不会引起混淆 , p i ∈Pi 满足 p i 是 9 Pi ∩ρ〈 p ,

pi〉上的沿着路径第一点 ( 9 Pi 表示 P i 的边界 ,以下



同) ,那么说路径ρ〈 p , q〉访问 Pi 于 p i 点 ,此处 i =

1 ,2 , ⋯, k.

无约束 TPP问题定义如下 :

在平面上如何寻找出一条欧几里德最短路径

ρ〈p , p1 , p2 , ⋯, pk , q〉,使得它按给定次序 ( i = 1 , 2 ,

⋯, k)访问每个多边形 Pi .

假定对于任意 i , j ∈{ 1 , 2 , ⋯, k} , 9 Pi ∩9 Pj =

ª,而且每个 Pi 都是凸的 ,文献[3 ]讨论这类特别情

形并且给出复杂性为 O ( knlog ( n/ k) )的算法解.这

里 n是平面π上所有多边形 P i 的顶点总数 , i = 1 ,

2 , ⋯, k.

根据他们的结果 ,文献[3 ]指出 ,“一个最能引起

兴趣的公开的问题是确定两两不相交的非凸的简单

多边形的 TPP复杂性”.

本文 311节的算法 2针对这个问题给出一个复

杂性为κ(ε) ·O( n)的一种近似算法 ,这里 n是给定

所有多边形的顶点总数 ,ε是精确度.

112　部件切割问题

在各种各样的加工工业上 ,例如制衣、制窗、机

械加工等 ,常常需要从大片的纸、布料、玻璃、金属上

面切割出很多的部件 (假如以简单多边形为模型) .

受到这些应用的启发 ,文献[4 ]提出 3种切割模式 :

1)连续切割问题 :切割工具访问每个对象 (例如

简单多边形)正好一次.切割刀具可以从对象的边缘

上任意一点开始 ,但在移动到下一对象前必须切割

完整个对象.因此 ,那个对象的进入点和离开点必须

是同一点.

2)端点切割问题 :进入和退出每个对象的某个

预先规定的边沿点.但可以切割每个对象成为几个

部分.也就是说 ,它可以重复地访问一个对象.

3)间歇切割问题 :这是最一般的情形.每个对象

可以被切割成为几个部分而且进入和离开点没有受

到限制.

文献[4 ]集中考虑每个对象都是一个简单多边

形的连续切割问题.他们称这个问题为模板切割旅

行售货员问题 ( P2TSP) .它是著名的旅行售货员问

题 ( TSP)的推广[5 ] .

P2TSP 可 进 一 步 推 广 到 广 义 的 TSP

( GTSP) [627 ] .如果每个多边形都退化成一个单一顶

点 ,那么 P2TSP就变成 TSP ,是已知 N P困难的[8 ] .

由此可知 P2TSP也是 N P困难的.

P2TSP的困难使得文献 [4 ]添加上一个条件来

考虑这个问题 :假定所有多边形都按一个给定的次

序访问 (见图 1) ,于是基于一种拉格朗日放松方

图 1　说明文献[4 ]中简化的 P2TSP(假定这里多边形

按照给定次序访问)

Fig11　Illustration for the simplified P2TSP in Ref. [4] where

polygons are assumed to be given in a particular order

法[9210 ] ,进而按启发式方法解决这个简化了的 P2
TSP.但它没有给出这个方法的复杂性分析的证明.

作为文献[ 4 ]的工作的后续工作 ,文献[11 ]证明了一

个进一步简化了的 P2TSP (即文献 [ 11 ]只考虑凸多

边形 ,且这些多边形按照给定次序访问)是多项式时

间可解的 (见图 2) .如果再加上一个条件 :起点是给

定的 (见图 3) ,那么称他们能解决这个问题 ,算法的

复杂性是 O ( knlog ( n/ k) ) .这里 n是平面上所有多

边形的顶点总数 , 9 Pi <π, i = 1 ,2 , ⋯, k.
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2　R算法

利用以下一个非常简单的二维例子来说明 R

算法的基本思想.考虑无约束 TPP 的一个退化情

形 :每个多边形都收缩成一条单一的直线段 (见图

4) .以下的算法是 R 算法的简化了的版本 (“弧版

本”) .它可以说明原始的 R算法的基本原理.

图 4　TSP的退化情形 , k = 3

Fig1 4　Degenerate case of the TPP ,for k = 3

　　算法 1

1) Letε= 10 - 10 (选定精确度) .

2)计算初始路径ρ=〈 p , p1 , p2 , ⋯, pk , q〉的长

度 l1 .

3) Let q1 = p and i = 1.

4) while i < k - 1 do

①Let q3 = pi + 1 ;

②计算一个点 q2 ∈si 使得

de ( q1 , q2 ) + de ( q3 , q2 ) = min{ de ( q1 , q′) +

de ( q3 , q′) :q′∈si } . ( de ( q1 , q2 )表示两点 q1 , q2 间的

欧几里德距离) ;

③更换 pi 为 q2 以更新路径ρ;

④Let q1 = pi and i = i + 1.

5) Let q3 = q ,

①计算一个点 q2 ∈sk 使得

de ( q1 , q2 ) + de ( q3 , q2 ) =

min{ de ( q1 , q) + de ( q3 , q) :q∈sk } ;

②更换 pk 为 q2 以更新路径ρ.

6)计算更新路径ρ=〈 p , p1 , p2 , ⋯, pk , q〉的长

度 l2 .

7) Letδ= l1 - l2 .

8)如果δ>ε,令 l1 = l2 ,转到 3) .

否则 ,停止.

步骤 1)的精确度参数ε可以选定给定计算机

所能保证的最大可能的数量精确度.

在本文的其余的部分称 { s1 , s2 , ⋯, sk } 为 R算

法的脚步集 ,而每个 si 是 R算法的一个脚步元素.

在一个脚步集当中 ,可能出现 2 个脚步元素具有相

同的端点的情形.例如 ,假设算法 1的输入为下列的

数据 :

s1 = q1 q2 , s2 = q2 q3 , q1 = (0 , 0) , q2 = (2 , 4) , q3 =

(3 ,0) , p = (1 ,0) ,及 q = (2 ,0) (见图 5) .

图 5　说明 2个脚步元素可能含有相同的端点

Fig15　Illust ration for identical endpoint s of step s

作为初始 ,假设 p1 和 p2 分别是 s1 和 s2 的中

点.也就是说 , p1 = (1 ,2)和 p2 = (215 ,2) .这样就得

到初始多边线路 (即包含于多边形边界的一条路径)

ρ=〈p , p1 , p2 , q〉的长是 51561 6 .算法 1找到近似的

最短路径是ρ=〈 p , p′1 , p′2 , q〉, p′1 = ( 01364 6 ,

01729 1 ) , p′2 = ( 21863 6 , 01545 5 ) , 它的长是

41494 4 (见表 1) .

表 1　初始由图 5说明的重复数 I和结果δs

( p1 = (1 ,2)和 p2 = ( 215 ,2)作为初始点)

Table 1　Numbor I of iterations and resultingδs

for the initialization illustrated by Fig15

( with p1 = ( 1 ,2) and p2 = ( 215 ,2) as initialization points)

I δ

1 - 01890 0

2 - 01175 2

3 - 01001 9

4 - 11293 5e - 005

5 - 81443 5e - 008

6 - 51493 0e - 010

7 - 31574 0e - 012

现在假定一个不同的初始点的输入 ,使得 p1 =

p2 = q2 .在这种情形下 ,算法 1 的 4)中的 ②步的输

出将是错误的 :所计算的路径ρ=〈 p , p′1 , p′2 , q〉,

p′1 = q2 和 p′2 = q2 .它的长是 81123 1 . (文献 [2 ]的

引理 16 ,看到在这个例子里 , p1 ≠p0 , p2 ) .

称这个初始例子的情形为应用 R 算法时出现

的一条退化路径.它可能出现在算法的初始化或算

法后面的重复迭代中间.一般地说 ,它是定义成为初
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始的或更新的多边线路出现至少 2个线段含有一个

相同的顶点.这样的退化情形造成算法 1的 4)中的

②步失效.

每一条退化路可以近似地处理如下 :令 p2 ≠

q2 .为此 ,从线段 s1 和 s2 中切除掉一段充分小的线

段.以下的例子说明对于假定的输入数据如何处理

这样的退化情形.

修改 x1、x2、y1、y2 的初始值为δ′= 21221 ×

10 - 16 ; x1 = 2 - δ′, y1 = 2 x1 ; x2 = 2 +δ′, y2 =

- 4 ( x2 - 3) ; p1 = ( x1 , y1 ) , p2 = ( x2 , y2 ) .此外 ,假定

精确度改为ε= 1×10 - 100 .

初始的多边线路ρ=〈 p , p1 , p2 , q〉的长等于

81123 1 .算法 1可计算出最短路径ρ=〈 p , p′1 , p′2 ,

q〉, p′1 = ( 01364 6 , 01729 1 ) , p′2 = ( 21863 6 ,

01545 5) .它的长等于 41494 4 (见表 2) .

表 2　初始由图 5说明的重复数 I和结果δs( p1 = (2 -δ′,2 (2 -δ′) )和

p2 = (2 +δ′, - 4 ( (2 +δ′) - 3) )作为初始点 ,δ′= 21221e - 16) .

Table 2 Number I of iterations and resultingδs ,for the step set shown in Fig. 5 ( p1 = ( 2 -δ′,2 (2 -δ′) ) and

p2 = (2 +δ′, - 4 ( (2 +δ′) - 3) ) as initialization points andδ′= 21221e - 16)

I δ I δ I δ I δ

1 - 51483 1e - 007 7 - 11231 3 13 - 71031 9e - 010 19 81881 8e - 016

2 - 61277 9e - 006 8 - 210286 14 - 41573 2e - 012 20 81881 8e - 016

3 - 71781 7e - 005 9 - 01210 4 15 - 31019 8e - 14 21 81881 8e - 016

4 - 91647 1e - 004 10 - 01002 4 16 - 81881 8e - 016 22 81881 8e - 016

5 - 01011 9 11 - 11655 0e - 005 17 81881 8e - 016 23 - 81881 8e - 016

6 - 01143 0 12 - 11080 9e - 007 18 - 81881 8e - 016 24 0

　　当然 ,如果让精确度ε= 1 ×10 - 10 ,那么算法将

要在较少重复后更快地终止.在实验环境为 Matlab

7104 ,奔腾 4个人电脑的情况下 ,如果改变δ′的值为

δ′= 2122×10 - 16 ,那么得到与初始点 p1 = p2 = q2 同

样的错误结果.这是因为计算机不能识别 x1 和 x1 ±

2122×10 - 16之间的差别.然而 ,对于实际应用 ,数值

δ′= 21221 ×10 - 16在这种特别的算法实现环境下 ,

应当是足够小或者说足够精确了.

3　应　用

利用 R算法的特别版本 (变形)来近似地解决 2

个计算问题.

311　旅游多边形问题

本文这一节的主要算法给出本文 111节提到的

公开问题的近似算法解.它是算法 1经修改而获得的

(2个算法的差别仅在于 4)和 5) ) .

　　算法 2

1) Letε= 10 - 10 (选定精确度) .

2)计算初始路径ρ=〈 p , p1 , p2 , ⋯, pk , q〉的长

度 l1 .

3) Let q1 = p and i = 1.

图 6　说明算法 2的 4) ②和 5②的初始化

Fig16　Illust ration for the initialization for step s

4) ②and 5) ②in algorithm 2

4) while i < k - 1 do

①Let q2 = p i + 1 ;

②计算一个点 q2 ∈9 Pi (参见文献 [12 ]中引理

53的证明)使得 de ( q1 , q2 ) + de ( q3 , q2 ) = min { de

( q1 , q) + de ( q3 , q) : q∈9 Pi } (其中 9 Pi 是多边形 P i

的边界) ;

③更换 pi 为 q2 以更新路径ρ;

④Let q1 = p i 和 i = i + 1 .

5) Let q3 = q;

①计算一个点 q2 ∈9 Pk 使得 d e ( q1 , q2 ) +

de ( q3 , q2 ) = min{ de{ q1 , q} + de ( q3 , q) :q∈9 Pk } ;

②更换 pk 为 q2 以更新路径ρ.

6)计算更新路径ρ=〈 p , p1 , p2 , ⋯, pk , q〉的长
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度 l2 .

7) Letδ= l1 - l2 .

8)如果δ>ε,令 l1 = l2 ,返回 3) .

否则 ,停止.

算法 2的输入例子见图 7 .图 8 显示一些测量

的时间用以说明算法的时间复杂性 (正确性和时间

复杂性的证明见文献[2 ]) .解旅游问题、动物园看护

人问题、约束 TPP问题和看守人路线问题的算法都

可以由修改算法 2而获得[2 ] ) .

以下的子程序用以处理退化路出现的情形.当

应用算法 3 (它是算法 2的一个变形)于无约束 TPP

时 ,因为所有的多边形未必都有两两不相交的 ,有必

要处理这样情况.

　　子程序 1

输入 :一点 p和 2个多边形 P1 和 P2 使得 p2 ∈

9 P1 ∩9 P2 (见图 9) .

输出 :一点 q∈9 P1 使得 de ( q , p) ≤ε而且 q

9 P2 .

1) Letε= 10 - 10 (选定精确度) ;

2)寻找一点 ej ∈E ( Pj )使得 p ∈e1 ∩e2 ,此处

j = 1 ,2 ;

3) Let e1 = q1 q2 .假设 q3 和 q4 分别是线段 q1 p

和 q2 p上的两点 (见图 9)使得 de ( qj , p) ≤ε而且

q j ≠9 P2 ,此处 j = 1 ,2 ;

图 9　说明子程序 1

Fig19　Illust ration for procedure 1

4) Let q = min{ q3 , q4 } (点的坐标按字典排列次

序比较大小) .

5)输出 q.

如果存在 i , j ∈{ 1 , 2 , ⋯, k}使得 i ≠j , 9 Pi ∩

9 Pi + 1 ≠ª,那么修改算法 2 如下 :假设 p0 = p ,

pk + 1 = q , P0 = p ,而且 Pk + 1 = q (算法 2 与算法 3 的

差别仅在 4)中的①和 5)中的①) .假设 P = { p , p1 ,

p2 , ⋯, pk , p} .

　　算法 3

1) Letε= 10 - 10 (选定精确度) .

2)计算初始路径ρ=〈 p , p1 , p2 , ⋯, pk , q〉的长

度 l1 .

3) Let q1 = p and i = 1 .

4) while i < k - 1 do

①如果 ( p i = pi - 1且 pi ≠pi + 1 )或 ( pi ≠p i - 1且

pi = p i + 1 )或 ( p i = pi - 1且 pi = p i + 1 ) ,那么应用子程

序 1计算一点 pi 使得 p i ≠pi - 1且 pi ≠pi + 1 ;

②Let q3 = p i + 1 ;

③计算一个点 q2 ∈9 Pi (参见文献[2 ]中引理 53

的证明)使得 de ( q1 , q2 ) + de ( q3 , q2 ) = min{ de ( q1 ,

q′) + de ( q3 , q′) :q′∈9 Pi } (其中 9 Pi 是多边形 P i 的

边界. ) ;

④更换 pi 为 q2 以更新路径ρ;

⑤Let q1 = p i 和 i = i + 1 .

5) ①如果 ( pk = pk - 1且 pk ≠pk + 1 )或 ( pk ≠pk - 1

且 pk = pk + 1 )或 ( pk = pk - 1且 pk = pk + 1 ) ,那么应用子

程序 1计算一点 pk 使得 p k ≠pk - 1且 pk ≠pk + 1 ;

②Let q3 = q;

③计算一个点 q2 ∈9 Pk 使得 d e ( q1 , q2 ) +

de ( q3 , q2 ) = min { de ( q1 q) + de ( q3 q) :q∈9 Pk } ;

④更换 pk 为 q2 以更新路径ρ.

6)计算更新路径ρ=〈 p , p1 , p2 , ⋯, pk , q〉的长

边 l2 .
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7) Letδ= l1 - l2 .

8)如果δ>ε,令 l1 = l2 ,转 3) .

否则 ,停止.

文献[2 ]的 1115节应用这个算法证明在所有简

单多边形是未必两两不相交和非凸的情形下 , TPP

可以有复杂性为多项式时间的近似算法解 :

定理 1[2 ] 无 约 束 TPP 存 在 复 杂 性 为

κ(ε) ·O( n)的一种近似算法 ,这里 n是给定多边形

的顶点总数.

根据以下定理 ,寻找这个问题的精确解是 N P

困难的 :

定理 2[3 ] 　对于任何 Minkowski距离 L p ( p≥1) ,

如果多边形 Pi 是非凸的 ,且它们的边与 x轴成 0°、45°

或 90°,那么旅游多边形问题( TPP)是 NP困难的.

312　q矩形

对于放置于笛卡尔直角坐标系 x y z 中的三维

欧几里德空间中一个简单多面体 (即一个同胚于一

个单位球的紧的多面体区域) ,表示为 Ⅱ.假设 Ⅱ的

边集是 E ,顶点集是 V = { v1 , v2 , ⋯, vn} .

对于 p∈Ⅱ,假设πp 是经过 p 而且平行于 x oy

面的平面 ,πp ∩Ⅱ是有限个简单多边形组成的集合.

单个点看作是一个退化多边形.假设 P是一个由 p

和π决定的这类简单多边形.

任何简单多边形 P是πp ∩Ⅱ的一个连通部分 ,

称为Ⅱ的相对于 p的一个关键多边形.

任何顶点 p决定有限个关键多边形集.考虑任

何顶点 p只确定一个关键多边形而且它是凸的情

形 :一个简单多面体是一个一型简单多面体当且仅

当任何顶点恰好确定一个凸关键多边形 (图 10

( a) ) .一个简单多面体是一个二型简单多面体当且

仅当任何顶点恰好确定一个关键多边形 (图 10

( b) ) .

图 10　简单多面体

Fig110　Polyhedron

这一段应用算法 2 有效地解 2 个特殊的 ESP

问题.还指出了 ,这两问题的“补问题”是 N P困难的

或 N P完全的.

关键多边形的概念的推广 :假定 Ⅱ是一个简单

连通 (可能无界)的多面体 ,而且允许关键多边形是

无界的.例如 ,一个广义关键多边形可以有一个顶点

在无穷远 ,或它可以是一个关键多边形的补.

使用文献[12 ]所引入的一些概念 ,假设 ( x0 , y0 ,

z0 )是三维空间中的一个点 ,

S1 = { ( x , y , z0 ) :x0 ≤x < ∞∧y0 ≤y < ∞} ;

S2 = { ( x , y , z0 ) : - ∞< x ≤x0 ∧y0 ≤y < ∞} ;

S3 = { ( x , y , z0 ) : - ∞< x ≤x0 ∧- ∞< y ≤y0 } ;

S4 = { ( x , y , z0 ) :x0 ≤x < ∞∧- ∞< y ≤y0 } .

　　S i 称为一个 i 型 q矩形 ,这里 i = 1 , 2 , 3 , 4 .进

而 ,假设 ( x1 , y1 , z0 )是三维空间中的一个点 ,满足

x1 > x0 且 y1 > y0 .

Sh = { ( x , y , z0 ) : - ∞< x < ∞∧y0 ≤y ≤y1 } ;

Sv = { ( x , y , z0 ) :x0 ≤x ≤x1 ∧- ∞< y < ∞} .

假设 S h ( S v )称为一个水平 (垂直)条 ,

Sh1 = { ( x , y , z0 ) :x0 ≤x < ∞∧y0 ≤y ≤y1} ;

Sh2 = { ( x , y , z0 ) : - ∞< x ≤x1 ∧y0 ≤y ≤y1 } ;

Sv1 = { ( x , y , z0 ) :x0 ≤x ≤x1 ∧y0 ≤y < ∞} ;

Sv2 = { ( x , y , z0 ) :x0 ≤x ≤x1 ∧- ∞< y ≤y0 } .

　　按照它们的几何形状 ,注意到

S1 [ S2 , S3 , S4 ]在 ( + x , + y) [ ( - x , + y) , ( - x ,

- y) , ( + x , - y ) ]方向上是无界的 ; sh [ sv ]在

±x[ ±y ]方向上是无界的 ; sh1 [ sh2 sv1 sv2 ]在 + x

[ - x , + y , - y ]方向上是无界的.

S i、S h、S v、S h j
和 S v j
是轴对准矩形 (见图 11) ,这

里 i = 1 ,2 ,3 ,4 , j = 1 ,2 .如果 S中每个矩形在 4个方

向 - x、+ x、- y 或 + y 中至少一个方向上是无界

的 ,轴对准矩形的堆 (一个两两平行但不相交的轴对

准矩形的集合) S 称为类似地形的.

例 1　假设Ⅱ是一个简单多面体满足每个广义

关键多边形是轴对准矩形.假设 p、q∈Ⅱ满足 pz <

qz ,V pq = { v : pz < vz < qz 且 v ∈V } ,这里 V 是Ⅱ的顶

点集.由文献[2 ]的定理 27可知 ,包含于Ⅱ中 p和 q

中间 的 欧 几 里 德 最 短 路 径 可 以 以 复 杂 性

κ(ε) ·O( | V pq | )来近似计算.因此 ,这种特别的情形

的 ESP问题可以有效地近似解决.然而 ,如果修改

Ⅱ使得每个广义关键多边形是一个轴对准矩形的
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图 11　轴对准矩形

Fig111　Axis2aligned rectangles

补 ,那么根据定理 3 ,寻找包含于Ⅱ中 p和 q中间的

欧几里德最短路径是 N P完全的.

定理 3[12 ] 　判定是否存在一个长最多 L 的 ,回

避以轴对准矩形堆为障碍物的 ,轴一对准矩形堆中

的欧几里德最短路径是 N P完全的.如果所有轴对

准矩形是一或三型 q矩形 ,那么此问题在这种特别

的情形下也是 N P完全的.

例 2　修改例 1 当中的 Ⅱ:假设 Ⅱ是一个简单

多面体满足每个广义关键多边形是一个三角形.由

文献[2 ]的定理 27可知 ,包含于Ⅱ中 p和 q中间的

欧几里德最短路径可以以复杂性κ(ε) ·O ( | V pq | )

来近似计算.因此 ,这种特别的情形的 ESP问题可

以有效地近似解决.然而 ,如果修改Ⅱ使得每个广义

关键多边形是一个三角形的补 ,那么根据定理 4 ,寻

找包含于Ⅱ中 p 和 q 中间的欧几里德最短路径是

N P完全的 :

定理 4[13 ] 　判定是否存在一个长最多为 L 的 ,

回避以三角形堆为障碍物的 ,欧几里德最短路径是

N P困难的.

在本文以下的 313 节的例 3 和例 4 ,近似地解

决这 2个非常困难的问题.

313　3个 N P完全或 N P困难问题

正如本文 312 节一样 ,再次推广关键多边形的

概念 ,同样允许无界的多边形.现在应用推广的算法

2近似地解决本文 312节所提到的困难问题.

例 3　修改例 1 如下 :假设 Ⅱ是一个单连通多

面体 ,满足每个关键多边形是一个轴对准矩形的补.

假设 p , q∈Ⅱ满足 pz < qz ,这里 V 是Ⅱ的顶点集.由

文献[2 ]的定理 32可知 ,包含于Ⅱ中 p和 q中间的

欧几里德最短路径可以以复杂性κ(ε) ·O ( | V pq | )

来近似计算.因此 ,这种特别的情形的 ESP问题可

以有效地近似解决 (见图 12) .

图 12　算法 2应用于 q矩形的补的运行时间

Fig112　Illustration of measured run time for algorithm 2

applied to the complements of q2rectangles.

例 4　修改例 2 如下 (也只是稍微修改例 2 当

中的Ⅱ) :假设Ⅱ是一个单连通多面体满足每个关键

多边形是一个三角形的补.由文献 [2 ]的定理 32 可

知 ,包含于Ⅱ中 p和 q中间的欧几里德最短路径可

以以复杂性κ(ε) ·O( | V pq | )来近似计算.

例 5　假设 S 是 k 个水平或垂直条的堆.包含

于 S中的欧几里德最短路径可以以复杂性κ(ε) ·O

( k)近似计算.根据定理 5 ,寻找该问题的精确解是

N P完全的.

定理 5[12 ] 　判定是否存在一个长最多为 L 的 ,

回避以水平或垂直条的堆为障碍物的 ,欧几里德最

短路径是 N P完全的.

例 6　假设 S 是 k 个类似地形的 ,轴对准矩形

的堆 ,包含于 S 中的欧几里德最短路径可以以复杂

性κ(ε) ·O( k)来近似计算.根据定理 6 ,寻找该问题

的精确解的最好的已知算法的复杂性是 O( k4 ) :

定理 6[12 ] 　假设 S 是 k 个地形的 ,轴对准矩形

的堆 , S中的欧几里德最短路径可以以复杂性O ( k4 )

来计算.

例 6说明了一个最好的已知算法的复杂性是

O( k4 )的精确解问题却可以以复杂性κ(ε) ·O( k)来

近似计算 (精确度参数ε可以选定给定计算机所能

保证的最大可能的数量精确度) .

4　结束语

本文首先详细介绍一个简单版本的 R 算法作

为引导这个算法逼近的基本思想.然后从一个实例 ,

而且给出一个一般的程序来解释如何处理退化路

径.最后文章报告当应用 R算法的几个版本时的结

果.实例说明 R算法定义了一个广阔的可应用的算

·92·第 1期　　　　　　　　　　　　　　　李发捷 ,等 :多边形序列的最短路径算法



法种类而且均以κ线性的复杂性近似地解决几个困

难的几何问题.
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