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基于自适应神经网络的一类不确定
非线性系统的鲁棒 H ∞控制
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摘　要 :针对一类不确定非线性多输入时变系统 ,提出了一种新的鲁棒 H∞控制方案 .通过引入 2个自适应神经网络

逼近器 ,提出了一个简化的 Hamilton2Jacobi2like不等式 ,并据此设计了非线性 H∞控制器和匹配不确定项补偿控制

器 ,消除了输入摄动项和估计器最优逼近误差的有界性假设.机器人系统的鲁棒跟踪控制仿真算例证实了所提出控

制方案的有效性.
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　　近年来 ,非线性鲁棒控制受到了广泛关注 ,并取

得了大量的研究成果[1 - 9 ] .基于 H∞范数与 L 2 增益

的等价关系 ,线性 H∞控制理论被扩展到非线性系

统中 ,从而形成了以 L 2 分析为核心的非线性 H∞控

制理论[4 ,6 ,9 - 10 ] .该控制理论要求系统模型必须是已

知的或者仅允许一个小的摄动项 ,但是 ,在实际应用

中 ,由于各种各样不确定性因素的存在 ,被控对象的

准确数学模型往往是很难获得的.因此 ,不确定项的

估计和放大处理就成为非线性 H∞控制要解决的难

点问题之一.由于智能控制方法能够很好地解决复

杂的非线性、不确定系统的建模和控制问题 ,所以将

其结合到非线性 H∞控制中来 ,为解决该问题提供

了一个很好的思路.例如 ,文献[ 1 - 3 ]利用模糊逻辑

系统或神经网络逼近系统未知的非线性函数 ,针对

单输入 - 单输出不确定非线性系统分别提出了 3种

自适应 H∞跟踪控制方案 ,然而 ,这 3种设计方案均

不能推广到具有输入摄动项的多输入系统.文献[ 5 ]

利用不等式放大技术 ,针对一类多输入不确定非线

性系统设计了一个鲁棒 H∞控制器 ,然而 ,该设计方

案要求输入摄动项、最优逼近误差和输入摄动估计

器影响项的上界函数均是已知的.一般来说 ,这些上

界函数在实际应用中是不易获得的.为了解决该问

题 ,本文针对一类同时含有系统摄动、输入摄动和外

界干扰的非线性多输入时变系统 ,通过利用 2 个自

适应神经网络分别逼近输入摄动项和匹配不确定项

的上界函数 ,提出了一种新的鲁棒 H∞控制方案 ,消



除了输入摄动项和估计器最优逼近误差的有界性

假设.

1　问题陈述

考虑下面一类不确定非线性多输入时变系统 :

Ûx = A( x , t) +ΔA( x , t) + B ( x , t) [ ( I +

ΔB ( x , t) ) u + H ( x , t) ] + D ( x , t) d( t) ,

(1)

式中 : x∈Rn , u∈Rm 和 d ( t) ∈R
ω分别表示系统状

态、控制输入和外界干扰 ; A ( x , t) ∈Rn×n , B ( x , t) ∈

Rn×m和 D ( x , t) ∈Rn×w是具有适当维数的已知时变

矩阵 , H ( x , t) ∈Rm 和ΔA ( x , t) ∈Rn×m分别表示匹

配的和非匹配的系统摄动 ,ΔB ( x , t)表示控制输入

摄动.

对上述非线性系统 ,作以下假设 :

假设 1　ΔA( x , t) = E( x , t)ΔE( x , t)成立 ,其中

E( x , t)和ΔE ( x , t)分别是已知的和未知的时变矩

阵.此外 , 存在已知矩阵 M E ( x , t ) > 0 , 使得

ΔET ( x , t)ΔE( x , t) ≤MT
E ( x , t) M E ( x , t)成立.

假设 2　存在未知连续函数 0≤kb ( x) < 1 ,使得

‖ΔB ( x , t) ‖≤kb ( x) .

假设 3 　存在未知连续函数 kh ( x) ≥0 ,使得

‖H ( x , t) ‖≤kh ( x) .

定义 1　如果非线性系统 (1)满足 :

1)当 d( t) = 0时 ,系统的平衡点对于满足假设

1～3的不确定性是渐近稳定的.

2)对于任意给定的ρ> 0和正定对称阵 Q ,则

∫
T

0
xT ( t) Qx ( t) d t ≤W 0 +ρ2∫

T

0
‖d( t) ‖2 d t.

对 Πd( t) ∈L 2 [0 , T ]都成立.那么称系统 (1)满足鲁

棒 H∞性能.

本文结合智能化手段研究不确定非线性系统

(1)的鲁棒 H∞控制问题 ,即设计基于自适应神经网

络的控制器 ,确保闭环系统满足鲁棒 H∞性能.

利用 2 个自适应神经网络 k̂ h ( x ) =ξT
hθh 和

k̂ b ( x) =ξT
bθb分别逼近上界函数 kh ( x)和 kb ( x) ,根据

一致逼近定理可得

kh ( x) = k̂ h ( x ,θ3
h ) +δh ( x) =ξT

hθ3
h +δh ( x) ,

(2)

kb ( x) = k̂b ( x ,θ3
b ) +δb ( x) =ξT

bθb +δb ( x) .

(3)

式中 :θ3
h 和θ3

b 表示最优参数向量 ,δh ( x)和δb ( x)

表示最优逼近误差 ,神经网络的构造见文献 [7 ].在

实际应用中 ,由于δh ( x)和δb ( x)的准确值是不易获

得的 ,因此 ,采用文献[8 ]中提出的如下假设 :

假设 4　在给定紧集 U c 上 ,最优逼近误差满足

|δh ( x) | ≤ξh0
θ3

h0 , |δb ( x) | ≤ξb0
θ3

b0 .其中θ3
h0和θ

3
b0是

未知的有界常数 ,ξh0和ξb0是已知的光滑函数 ,特殊

情况下 ,可以取常值函数 1 .

定义ξgh = [ξh0 ,ξT
h ]T ,ξgb = [ξb0 ,ξT

b ]T ,θ3
gh =

[θ3
h0 ,θ3 T

h ]T ,θ3
gb = [θ3

b0 ,θ3 T
b ]T .根据假设 4 ,式 ( 2) 、

(3)能被放大为

kh ( x) ≤ξT
ghθ3

gh = kgh ( x) , (4)

kb ( x) ≤ξT
gbθ3

bh = kgb ( x) . (5)

相应地 , 2 个自适应神经网络估计器也分别转化为

k̂ gh ( x) =ξT
ghθgh , k̂ gb ( x) =ξT

gbθgb .此外 ,为了确保控制

器在实际应用中是可行的 ,本文使用参数投影算法

来确保可调参数的有界性和控制器的可控性 ,即

k̂ gb ( x) =ξT
gbθgb < 1 .

取β> 0 ,δ> 0 ,定义关于θ光滑的投影算子 :

P(θ,ξ) =
ξ-
ξTθ(‖θ‖2 -β)
δ‖θ‖2

θ, 若 ‖θ‖2 ≥β,ξTθ> 0 ,

ξ, 其他.

令Ωθgb = {θgb |θT
gbθgb ≤β+δ} ,ξgb = 1 .如果取β+δ<

015 ,那么显然有 k̂ gb ( x) < 1成立.

2　主要结果

定理 1 　如果不确定非线性系统 ( 1 ) 满足

d ( t) ∈L 2 [ 0 , ∞)和假设 1～4 ,并且存在标量函数

α( x , t) > 0 , r ( x , t) > 0 和正定光滑径向无界函数

V ( x , t) ≥0 ,使得 Hamilton2J acobi2like不等式

-
9V ( x , t)

9 t
≥9V ( x , t)

9 x
A ( x , t) +

9V ( x , t)
9 x

( 1
4ρ2

D ( x , t) DT ( x , t) +

1
4α2 ( x , t)

E( x , t) ET ( x , t) -

1
r( x , t)

B ( x , t) BT ( x , t) ) 9VT ( x , t)
9 x

+

α2 ( x , t) MT
E ( x , t) M E ( x , t) + xT ( t) Qx ( t) (6)

对所有的 x∈Rn 和 t > 0都成立 ;那么下面的控制器

能够确保系统 (1)满足鲁棒 H∞性能.控制律和参数

自适应律分别为
u = uh + us1 + us2 , (7)

uh = -
1

r( x , t)
BT ( x , t)

9VT ( x , t)
9 x

, (8)

us1 = -
1

r( x , t)
θT

gbξgb

1 - θT
gbξgb

B T ( x , t)
9V T ( x , t)

9 x
, 　(9)

us2 = -
θT

ghξgb

1 - θT
gbξgb

2

·

BT ( x , t)
9V T ( x , t)

9 x

εe - vt +
θT

ghξgh

1 - θT
gbξgb

BT ( x , t)
9V T ( x , t)

9 x
　　　　

, (10)
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Ûθgh =γ1 P θgh ,
9V ( x , t)

9 x
B ( x , t)　　　　ξgh , (11)

Ûθgb =γ2 P θgh ,
9V ( x , t)

9 x
B ( x , t)　　　　Ψξgb .

(12)

式中 :ε、v、γ1 和γ2 是正的设计常数 ,Ψ定义为

Ψ =
θT

ghξgh

1 - θT
gbξgb

+
1

r( x , t) (1 - θT
gbξgb )
·

9V ( x , t)
9 x

B ( x , t)　　　　 .

　　证明　令 �θgh =θ3
gh -θgh , �θgb =θ3

gb -θgb ,如果不

等式 (6)是可解的 ,那么利用解得的正定光滑函数

V ( x , t) ,定义如下的 Lyap unov函数 :

U = V ( x , t) +
1

2γ1
�θT

gh�θgh +
2

2γ2
�θT

gb�θgb .

由符合函数求导的链式法则可得

dU
d t

=
9V ( x , t)

9 t
+

9V ( x , t)
9 x

A ( x , t) +

9V ( x , t)
9 x
ΔA( x , t) +

9V ( x , t)
9 x

B ( x , t) u +

9V ( x , t)
9 x

B ( x , t)ΔBu +
9V ( x , t)

9 x
D ( x , t) d( t) +

9V ( x , t)
9 x

B ( x , t) H ( x , t) -
1
γ1

�θT
ghÛθgh -

1
γ2

�θT
gbÛθgb .

(13)

由式 (7)～ (10)易得

‖u‖≤
θT

ghξgh

1 - θT
gbξgb

+

1
r( x , t) (1 - θT

gbξgb )
9V ( x , t)

9 x
B ( x , t)　　　　 . (14)

把式 (7)和 (8)代入式 (13) ,利用假设 1～4 ,以及式
(4) 、(5)和 (14)放大不等式 ,可得

dU
dt
≤9V( x , t)

9x
A ( x , t) +α2 ( x , t) MT

E ( x , t) ME ( x , t) +

9V( x , t)
9t

+
1
α2 ( x , t)

9V( x , t)
9x

E( x , t) ET ( x , t)
9VT ( x , t)

9 x
+

1
4ρ2

9V ( x , t)
9 x

D ( x , t) DT ( x , t)
9V T ( x , t)

9 x
-

1
r( x , t)

9V ( x , t)
9 x

B ( x , t) BT ( x , t)
9V T ( x , t)

9 x
+

9V ( x , t)
9 x

B ( x , t) ( us1 + us2
) +ρ2 dT ( t) d( t) +

kgb
9V ( x , t)

9 x
B ( x , t)　　　　Ψ -

1
γ2

�θT
gbÛθgb +

kgh
9V ( x , t)

9 x
B ( x , t)　　　　 -

1
γ1

�θT
ghÛθgh . (15)

把式 (6)代入式 (15)得

dU
dt
≤- xT ( t) Qx ( t) +

9V( x , t)
9x

B ( x , t) (us1 + us2
) +

�θT
gb ξgb

9V ( x , t)
9 x

B ( x , t)　　　　Ψ -
1
γ2

Ûθgb +

θT
gbξgb

9V ( x , t)
9 x

B ( x , t)　　　　Ψ +

�θT
gh ξgh

9V ( x , t)
9 x

B ( x , t)　　　　 -
1
γ1

Ûθgh +

θT
ghξgh

9V ( x , t)
9 x

B ( x , t)　　　　 +ρ2 dT ( t) d( t) . (16)

由式 (14) 、(9)和 (10) ,易知

9V( x , t)
9x

B ( x , t) ( us1 + us2
) +θT

ghξgh
9V( x , t)

9 x
B ( x , t)　　　　 +

θT
gbξgb

9V ( x , t)
9 x

B ( x , t)　　　　Ψ =

1
r( x , t)
θT

gbξgb

1 - θT
gbξgb

9V ( x , t)
9 x

B ( x , t)　　　　
2

+

θT
ghξgh

9V ( x , t)
9 x

B ( x , t)　　　　 +

θT
gbξgbθT

ghξgb

1 - θT
gbξgb

9V ( x , t)
9 x

B ( x , t)　　　　 +

9V ( x , t)
9 x

B ( x , t) ( us1 + us2
) =

θT
ghξgh

1 - θT
gbξgb

9V ( x , t)
9 x

B ( x , t)　　　　 +

9V ( x , t)
9 x

B ( x , t) us2 ≤εe
- vt . (17)

把式 (17) 、(11)和 (12)代入式 (16)得

dU
d t
≤- xT ( t) Qx ( t) +ρ2 dT ( t) d( t) +εe - vt .

对任意的 T∈[0 , ∞) ,对上式积分得 :

∫
T

0
xT ( t) Qx ( t) d t ≤U ( x (0) , �θgh (0) , �θgb (0) ) +

ρ2∫
T

0
dT ( t) d( t) d t +

ε
v

(1 - e - vt ) .

根据文献 [5 ]的结果可知 ,系统 ( 1 ) 满足鲁棒 H∞

性能.

注 1 :本文获得的 Hamilton2J acobi2like 不等式

与控制输入摄动项的上界函数 kb ( x)无关 ,不需要

权衡 H∞增益
1

r( x , t)
与 kb ( x ) 的大小. 考虑到当

0≤kb ( x) < 1时 ,不等式

-
9V ( x , t)

9 x
B ( x , t)

1
r( x , t)

BT ( x , t)
9V T ( x , t)

9 x
≤

-
9V ( x , t)

9 x
B ( x , t)

1 - kb ( x)
r( x , t)

BT ( x , t)
9V T ( x , t)

9 x

成立 ,所以 ,本文提出的非线性 H∞控制方法与文献

[5 ]相比 ,减少了保守性.

注 2 :本文所提方法不需要知道输入摄动项、最

优逼近误差和输入摄动对逼近器影响项的上界函

数 ,定理 1中的补偿控制项 (9)和 (10) ,成功地补偿

了匹配不确定项对系统的影响 ,削弱了文献[3 ]中假

设 2和文献[5 ]中假设 2、3的条件.

下面考虑不确定非线性系统 (1)的部分项可线
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性化的情况 ,此外 ,假设 1也可以转化为假设 5 .

假设 5　ΔA( x , t) = E( x , t)ΔE( x , t)成立 ,其中

E( x , t)和ΔE ( x , t)分别是已知的和未知的时变矩

阵.此外 , 存在已知矩阵 me ( x , t ) > 0 , 使得

ΔET ( x , t)ΔE( x , t) ≤xT ( t) mT
e ( x , t) me ( x , t) x ( t)成

立.

推论 1　如果不确定非线性系统 (1)满足 A ( x ,

t) = At ( x , t) x( t) , d ( t) ∈L 2 [0 , ∞)和假设 2～5 ,并

且存在标量函数α( x , t) > 0 , r ( x , t) > 0和正定光滑

矩阵 P( x , t) ≥0 ,使得微分 Riccati2Like不等式

-
1
2

ÛP ( x , t) ≥ 1
2

( P( x , t) At ( x , t) +

AT
t ( x , t) P( x , t) ) +

P( x , t)
1

4α2 ( x , t)
E( x , t) ET ( x , t) +

1
4ρ2

D( x , t) DT ( x , t) -

1
R( x , t)

B ( x , t) BT ( x , t) P( x , t) +

Q +α2 ( x , t) mT
e ( x , t) me ( x , t) (18)

对所有的 x∈Rn 和 t > 0都成立 ,那么下面的控制器

能够确保系统 (1)满足鲁棒 H∞性能.控制律和参数

自适应律分别为

u = uh + us1 + us2 ,

uh = -
1

r( x , t)
BT ( x , t) P( x , t) x( t) ,

us1 = -
1

r( x , t)
θT

gbξgb

1 - θT
gbξgb

B T ( x , t) P( x , t) x ( t) ,

us2 = -
θT

ghξgh

1 - θT
gbξgb

2

·

BT ( x , t) P( x , t) x ( t)

εe - vt +
θT

ghξgh

1 - θT
gbξgb
‖BT ( x , t) P( x , t) x( t) ‖

,

Ûθgh =γ1 P(θgh , ‖BT ( x , t) P( x , t) x( t) ‖ξgh ) ,

Ûθgb =γ2 P(θgb , ‖BT ( x , t) P( x , t) x( t) ‖Ψξgb ) .

式中 :ε、v、γ1 和γ2 是正的设计常数 ,Ψ定义为

Ψ =
θT

ghξgh

1 - θT
gbξgb

+
1

r( x , t) (1 - θT
gbξgb )
·

‖BT ( x , t) P( x , t) x ( t) ‖.

　　证明　如果微分 Riccati2like 不等式 (18)是可

解的 ,那么令 V ( x , t) =
1
2

xT ( t) P ( x , t) x ( t) ,采用定

理 1中定义的 L yap unov函数 ,用 xT ( t) P ( x , t) x( t)

代替9V ( x , t)
9 x

,用 xT ( t) ÛP ( x , t) x ( t)代替9V ( x , t)
9 x

,该

推论很容易被证明 ,该过程被省略.

考虑机器人系统 :

M(q) q̈ + C(q,Ûq) + G(q) + N( t ,q,Ûq) =τ+ d(t) .

(19)

式中 :q∈R p ,τ和 d ( t)分别表示节点位置 ,驱动力和

外界干扰 , G( q)表示重力项 , N ( t , q , Ûq)表示摩擦力

和未建模动态.该模型满足 M ( q) ∈R p×p是对称的

和一致正定的 ,合适地选择 C ( q , Ûq) ,可以使得矩阵

ÛM ( q) - 2C( q , Ûq)是反对称的.

现在研究机器人系统 (19)跟踪给定轨迹 qr ( t)

的鲁棒控制问题.假设 qr ( t) , Ûqr ( t)和 q̈r ( t)是有界

的 ,对于 k > 0 ,定义位置跟踪误差为 x1 = q ( t) -

qr ( t)和滤波后的连接跟踪误差为 x2 = k ( q ( t) -

qr ( t) ) + Ûq( t) - Ûqr ( t) ,那么跟踪误差方程可写为

x
·

= A( x , t) +ΔA( x , t) + D ( x , t) d( t) +

B ( x , t) (τ+ H( x , t) ) , (20)

式中 : A( x , t) = M - 1
e ( q)

- kI 0

0 - C( q , Ûq)
x( t) ,

ΔA( x , t) = M- 1
e ( q)

0 I

0 0
x( t) ,

H ( x , t) = M ( q) ( q̈r - k x
·

1 ) + C( q , Ûq) (Ûqr - k x1 ) +

G( q) + N ( t , q , Ûq) ,

Me ( q) = diag[ I , M ( q) ] , Be = [0 , I ]T ,

B ( x , t) = D ( x , t) = M- 1
e ( q) Be .

　　因为参数矩阵 M ( q) , C( q , Ûq)和 G( q)是未知的 ,

所以矩阵 A( x , t) , B ( x , t)和 D ( x , t)无法被直接用

来构造控制器.然而 ,通过适当地选择 L yap unov函

数 ,根据推论 1的结果 ,可以得获得简单的线性矩阵

不等式条件来构造控制器.

推论 2　对于机器人系统 (19)和给定的理想轨

迹 qr ( t) ,如果存在常数 k > 0 , r > 0使得下面的线性

矩阵不等式

- k +
1
α I 0

0 -
1
r

+
1

4ρ2
+α2

I

+ Q ≤0

(21)

对于给定的常数ρ> 0 ,α> 0 和正定对称矩阵 Q > 0

成立 ,那么控制律和参数自适应律

τ= uh + us1 , uh = -
1
r

x2 ( t) , (22)

us1 = - (θT
ghξgh ) 2 x2 ( t)

εe - vt +θT
ghξgh ‖x2 ( t) ‖

, (23)

Ûθgh =γ1 P(θgh , ‖x2 ( t) ‖ξgh ) . (24)

能够确保 :

1)如果 d∈L 2 [0 , ∞) ,那么闭环系统满足鲁棒

H∞性能.

2)如果 d∈L ∞[0 , ∞) ,那么跟踪误差是最终一

致有界的.

3)如果 d∈L 2 [0 , ∞) ∩L ∞[0 , ∞) ,那么所有的

变量都是有界的 ,并且满足lim
t→0

e( t) = 0 .

证明　取 L yap unov函数 :
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U =
1
2

xT ( t) M ( q) x( t) +
1

2γ1
�θT

gh�θgh ,

根据推论 1和文献[5 ]中定理 3的证明 ,推论 2很容

易被证明 ,该过程被省略.

3　仿　真

考虑文献[7 ]中的具有 2个节点的机械臂 ,质量

m1、m2 ,长度 l1、l2 ,角位置 q1、q2 和驱动力τ1、τ2 .其

中 c1 = cos q1 , s1 = sin q1 , c2 = cos q2 , s2 = sin q2 , d =

[ d1 , d2 ]T , N ( q , Ûq ) = [ f 1 , f 2 ]T , G ( q ) =

[ - ( m1 + m2 ) l1 gs1 - m2 l2 gs2 ]T ,

M( q) =
( m1 + m2 ) l21 m2 l1 l2 ( s1 s2 + c1 c2 )

m2 l1 l2 ( s1 s2 + c1 c2 ) m2 l22
,

C( q ,Ûq) = m2 l1 l2 ( c1 s2 - s1 c2 )
0 - Ûq2

- Ûq1 0
.

给定轨迹 qr1 = cos t和 q r2 = - cos t ,标称参数m1 =

2 kg , m2 = 10 kg , g = 918 m/ s2 , l1 = 016 m , l2 =

018 m ,设参数摄动、未建模动态和外界干扰分别为
Δm1 ( t) = 011sin ( 2 t) ,Δm2 ( t) = 0115cos (2 t) , f 1 =

012Ûq1 + 0125sgn ( Ûq1 ) , f 2 = 012Ûq1 + 0125sgn ( Ûq2 ) ,

d1 = e - 012 t sin t = - d2 .

利用自适应神经网络逼近不确定项 H ( x , t)的

上界函数 kh ( x) ,取文献 [5 ]中所用的激励函数 ,则

模糊神经网络的输出可以表示为 k̂ gh =θT
ghξgh .取Q =

I4×4 ,α= 015 ,解线性矩阵不等式 (21) ,当 k = 3 , r =

01080 9和 r = 01024 8时对应的干扰抑制度分别为
ρ= 0115和ρ= 0108 .取ε= 6 , v = - 015 ,γ1 = 6 ,在最

优逼近误差未知的情况下 ,根据式 (22)～ (24)设计

控制器和参数自适应律 ,系统仿真结果如图 1～6所

示.图 1～2表明第 1个角位置可以很好地跟踪理想

轨迹 qr1 = co s t ,图 3～4 表明第 2 个角位置可以很

好地跟踪理想轨迹 qr2 = - cos t , 2种轨线的跟踪都

表明ρ越小 ,跟踪效果越好.图 5～6表明控制作用

是平稳的 ,有效地抑制了控制器的抖振现象.

图 1　ρ= 0115时第 1个角位置的跟踪轨迹和理想轨迹

Fig11　The tracking trajectory of the first angular

position withρ= 0115 and the desired t rajectory
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图 6　ρ= 0108时的驱动力轨迹

Fig16　The tracking trajectory of the applied torque

withρ= 0108

4　结束语

本文针对一类同时含有系统摄动、输入摄动和

外界干扰的非线性多输入时变系统 ,通过把自适应

神经网络方法引入到非线性 H∞控制技术中 ,提出

了一种新的鲁棒 H∞控制方案.该方案的一个主要

优点是消除了输入摄动项和估计器最优逼近误差的

有界性假设.与文献 [ 5 ]相比 ,该方案不仅了削弱了

假设条件 ,而且也降低了控制器设计的保守性.
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