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基于超曲面的分类算法研究进展
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摘　要 :综述了基于超曲面的分类算法 ,该算法通过区域合并计算获得多个超平面组成的双侧闭曲面作为分类超曲

面对空间进行划分. 分类超曲面可以有效地解决在有限连通区域分布很复杂的非线性数据多类分类问题 ,分析了算

法准确率与极小样本集的关系 , 总结了已有成就和最新进展 , 指出了基于超曲面的分类算法进一步发展的方向.
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　　分类算法研究是机器学习的核心研究内容 ,分

类能力是人类智能的最显著特征之一.机器学习在

最近 30多年取得了很大进展. 1971年 ,前苏联数学

家 Vap nik与 Chervonenkis提出了一种基于 VC维

度的对空间划分的理论[1 ] . 1984 年 Valiant 提出了

可学习理论 ( p robability approximately correct ,

PAC) ,并将可学习性与计算复杂性联系在一起[2 ] .

在 Valiant 学习理论中 ,有 2 种学习复杂性测度.一

是样本复杂性 ,这是随机实例的数目 ,用以产生具有

高的概率和小的误差 ;二是计算复杂性 ,定义为最坏

情况下给定数目的样本产生假设所要求的计算时

间.这 2种复杂性在对分类算法的研究中起着重要

作用. 1986年 Blumer 等人证明了 VC维度与 Val2

iant 的“可学习理论”( PAC) 之间的联系[ 3 ] . 关于

PAC的研究派生出被称为“计算学习理论 (comp u2
tational learning t heory , COL T)的学派 ,现已定期

召开这方面的国际会议[4 ] . 1995 年 Vap nik 出版了

“统计学习理论”一书 ( t he nature of statistical

learning t heory) , 在理论上 ,这是继 Duda 等人在

20世纪 60 年代奠定统计模式识别理论之后[5 - 6 ] ,

对统计模式识别最为完整的研究.这个理论的基础

之一是 VC 维度 ( Vap nik2Chervonenkis dimen2
sion) .关于统计学习理论最新综述包括在文献 [ 7 ]

中.事实上 ,对 PAC的研究一直是理论性的、存在

性的 ,Vap nik 的这个研究却是构造性的 ,并将感知

机的研究包括在其中 ,他将这种模型称为支持向量

机 ( support vector machine ,SVM) .在 SVM的研究

中我国学者作出了大量工作[8 - 11 ] .与此同时 ,在基

于覆盖的分类学习算法方面 ,我国学者在最近 10年



相继提出了一些很有价值的分类学习方法.张铃、张

钹教授给出了 M2P神经元的几何意义 ,通过球面投

影变换将神经网络的最优设计问题转化为某种最优

覆盖问题[12 ] .张铃、张钹教授给出了邻域覆盖算法

和交叉覆盖算法 ,以及改进的函数覆盖算法和核覆

盖算法.王守觉院士提出了仿生模式识别 (拓扑模式

识别) [17 - 18 ] ,它是基于“认识”事物而不是基于“区

分”事物为目的 ,与传统以“最佳划分”为目标的统计

模式识别相比 , 它更接近于人类“认识”事物的特

性 ,故称为“仿生模式识别”.徐宗本教授最近提出了

一种基于视觉的分类方法 ( visual classification al2
gorit hm ,VCA) [21 ] ,这种方法是针对目前很多分类

方法主要是通过发现数据内在的结构来分类 ,很少

或没有注意到从模拟人的感觉和感知来进行分类而

提出的.何清等提出了基于超曲面的分类学习算法

(hyper surface classification , HSC) [23 ] ,这也是一种

覆盖分类算法.本文综述了基于超曲面的分类算法 ,

对算法进行了详细分析和阐述 ,并指出了基于超曲

面的分类算法进一步发展的方向.

1　基于超曲面的分类学习算法

基于超曲面的分类学习算法基本思想是从几何

学和拓扑学出发的 ,该算法基于 Jordan 曲线定理 ,

根据围绕数的奇偶进行分类判断 ,该算法不需要考

虑使用何种核函数 ,而直接地解决非线性分类问题.

下面给出 Jordan曲线定理和分类判别定理.

Jordan曲线定理　设 X < R3 是闭子集 , X同胚

于球面 S2 ,那么它的余集 R3 / S 有 2个连通分支 ,一

个是有界的 ,另一个是无界的 , X 中任何一点的任

何邻域与这 2个连通分支均相交.

上述定理可推广到高维空间.

定理 1　高维空间的 Jordan曲线定理.

若 X < S n 同胚于球面 S m ,那么 m≤n否则 X =

S n .若 m < n ,余集的同调群为

H k ( sn\ X) µ
Z Ý Z , m = n - 1且 k = 0 ,

Z , m < n - 1且 k = 0 ,

0 ,其他.

当 m = n - 1时 S n\ X由 2个连通分支组成 ,当 m < n

- 1时 ,只有 1个连通分支.

Jordan曲线定理表明任何由 n - 1 维球面经连

续变形得到的双侧闭曲面都把 n维空间分成 2个区

域———一个外部和一个内部 ,这种曲面可用于分类 ,

称之为分类超曲面.给定一个点 x ,判断它在分类超

曲面 X的内部 ,还是在外部的方法是 : x∈X 的内部

Ζ自 x引出的射线与 X 的相交数 (即 X 关于 x 的

围绕数)为奇数 , x∈X的外部 Ζ自 x引出的射线与

X 的相交数为偶数.如图 1所示.现在问题的关键在

于如何获得分类超曲面.

图 1　分类判别图示

Fig. 1　Classification theorem illust ration

下面的算法给出了构造和使用分类超曲面的

基本过程.

假定 M个训练样本 : Ktrain = { x′( i) | t = 1 ,2 ; i =

1 ,2⋯, M} ,不失一般性 ,假设样本点已预先标记好

的类别 ti ∈{ 1 ,2} ;训练空间 D为一封闭区域 ,且其

边界满足 Jordan曲线定理的基本条件.

1)设前 m 个训练样本落在区域 D 内 , m ∈

{ 1 ,2 , ⋯, M} .

2)将区域 D 划分成 n 个小区域 ,设 D = D1 ∪

D2 ∪⋯∪Dn , n≥m.且满足以下条件 :

①D j ( j = 1 , 2 , ⋯, n)的边界 H j 满足 Jordan曲

线定理的基本条件 ;

②x′( i) ∈D j , i = 1 ,2 , ⋯, m , j = 1 ,2 , ⋯, n ,不妨

设 i = j ,即每个小区域至多含一个样本点.

3)设 D j ( j = 1 , 2 , ⋯, m)的边界 H j 分别由 k j

个超平面片组成 ,可以将每片超平面表示为 H j
i , i =

1 ,2 , ⋯, k j ;则可将 H j 表示为含类别分量和超平面

片的集合 ,

H j = { t j , H j
p | p = 1 ,2 , ⋯, k j ; t j = 1 ,2} .

式中 : t j 为 D j 所含样本点 x′( j)的类别.

4)若 D i 与 D j ( i≠j)相邻 ,且 ti = t j ,则合并边

界 H i 和 H j (不妨设 H i
p 与 H j

p 重合 ,即 H i
p = H j

q) ,

将重合超平面片消去 ,则获得封闭区域 A L ,其边界

为

B L = H i ∪ H j =

{ tL , H i
a , H j

b | a = 1 , ⋯, ki ,且 a ≠ p ;

b = 1 , ⋯, k j ,且 b ≠q; tL = ti } .

继续合并相邻同类区域 ,最终获得一组由若干超平

面片组成的封闭超曲面———分类超曲面 ,记为

SHSt
i = { ti , HPi

l | i ∈{ 1 ,2 , ⋯, r} ;

l = 1 ,2 , ⋯, ki ; t i = 1 ,2} , r ≤m.

以链的形式存储 SHSt
i 的各超平面片 HPi

l , l = 1 , 2 ,

⋯, ki .

5)输入新样本点 X = x t ( m + 1) ,按照以下方法
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进行判别 (设 T为样本点分类所得类别) :选择适当

的由待定点 X 出发的射线 f X ,设 f X 与 SHSt
i 的相

交点数为 C t
i ,分别计算 f X 与{ SHS1

a | a = 1 , ⋯, r1 }和

{ SHS2
b | b = 1 , ⋯, r2 } ( r1 + r2 = r)的相交点数之和 ,

记为 ∑
r1

a = 1
C1

a 和 ∑
r2

b = 1
C2

b ,则有

∑
r1

a = 1

C1
a 为奇数 Ζ T = 1

或 ∑
r2

b = 1
C2

b 为奇数 Ζ T = 2 .

实际上 ,求 Ct
i 的过程 ,就是求 f X 与 HPi

l 相交数量

的过程.

6)若不能判别 X的类别 ,就对 X 所在的小区域

边界进行标定 ,不妨设 x t ( m + 1) ∈Dm + 1 ,则 Dm + 1的

边界可表示为

Hm+1 = { tm+1 , Hm+1
p | p = 1 ,2 , ⋯, km+1 } ,

之后转入 4) ,继续合并相邻同类区域.

以上给出了基于分类超曲面的分类判别方法的

基本算法 ,即通过区域合并计算获得多个超平面组

成的双侧闭曲面作为分类超曲面对空间进行划分 ,

也就是在样本点周围形成一个封闭区域 ,该区域由

多个分类超平面片围成 ,并使得该区域覆盖某一类

尽可能多的样本点 ,同时不覆盖异类样本点.

2　算法特点与已有研究成果

HSC算法有 2 个关键步骤 ,一是局部化策略 ,

另一个是用围绕数判断类别.该算法中 ,判别样本所

属类别 ,不需与所有分类边界链表作相交操作后再

判断 ,而只需满足 :由样本点所引射线与一完整分类

边界链表相交点数为奇数即可 ,这样可提高判别速

度.这种方法得到的分类超曲面是由若干个封闭闭

曲面构成 ,而曲面的局部是由低维平面片构成.每个

闭曲面内部是一类样本 ,这样对闭曲面可以进行类

别标记.样本类别可以是多个 ,所以这种方法对于多

类问题的解决是很方便的 ,因为多个分类器可以在

一次训练过程中产生 ,避免了 2 类分类器转化为多

类分类器的技术处理.对二维和三维双螺旋及 UCI

中的数据的分类实验结果说明 ,分类超曲面可以有

效地解决在有限区域分布很复杂的海量 (107 )的非

线性数据多类分类问题 ,计算速度较高 , 同时对计

算机资源要求很低 , 而传统的 SVM 不具备这种优

点.另外小样本训练大样本测试结果表明 ,基于分类

超曲面的分类法的泛化能力较好.该方法是对直接

解决非线性分类问题的一种尝试 , 此方法的一个前

提是同类样本点应具有在有限个连通分支分布的特

点 , 但与连通分支的形状无关 ,在现实中的数据分

布大都满足条件之一[25 ] .

HSC算法发展至今 ,已相继解决了二维 2类分

类[23 ]、二维多类分类[24 ]、二维一般连通区域分

类[25 ]、三维多类[26 ]、高维换维分类问题[ 27 ]、高维多

类集成分类问题[28 - 45 ] .

关于 HSC算法的最新进展包括 :利用 HSC算

法构造了极小样本集 ,提出了基于覆盖的极小样本

集的概念使之不仅可以代表整个模型 ,而且可以反

映出整个训练集的拓扑结构[46 ] ,并研究了 BA G2
GIN G和 ADABOOST算法使用不同的训练样本集

时对 HSC分类器性能的影响 ,试验结果表明 ,他们

对分类精度的提高是受极小样本集制约的[47 ] .另外

从视觉认知角度研究了超曲面在和数据理解中的作

用[48 ] .采用 Agent (智能主体)技术用于多个 HSC

分类器的合成 ,使得 HSC算法适合在分布式环境

中进行数据挖掘.这种合成的特点是不把样本集划

分为若干小样本集的横向划分 , 而是对分布在不同

地点的不同属性的样本集就地作属性集纵向划分后

的合成[ 49 ] .

3　基于超曲面的覆盖分类学习算法的
研究方向

　　基于超曲面的分类学习算法 HSC作为一种新

的算法 ,有很多问题亟待研究 ,这既包括算法优化 ,

又包括理论分析 ,还包括应用中遇到的现实问题.

首先是优化高维数据分类算法问题.从理论上

讲 ,这种方法可以推广到高维 ,因为 Jordan 定理在

任意有限维空间都是成立的.但是高维空间中的实

现存在以下挑战性问题 :一是高维空间的单位方体

的合并计算复杂度随着维数增加而提高 ,另一方面

高维超曲面的存储开销大.但是这并不意味 HSC

不能处理高维数据 ,借助数据预处理和集成学习技

术 ,对于高维数据处理提出并实现了 2种解决办法.

这 2种高维处理方法与 HSC算法特点紧密结合 ,这

就是基于样本数据重排的换维分类学习算法和基于

集成学习思想[30 ]的分维分类学习算法.有关集成学

习周志华教授做了出色的工作[31 - 32 ] . HSC的集成

特点是通过分维获得子分类器 ,不是通过划分样本

集获得子分类器[28 ] .基于样本数据重排的换维分类

学习[27 ] ,将涉及到维排序和维组合问题 ,这些策略

具有多样性 ,他们如何影响分类器性能 ,如何找到最

优的策略是待研究的问题.由于分类器集成方法是

基于分维的 ,那么维的排序策略、划分策略及权重策

略就值得研究.
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其次是初始的划分尺度与泛化能力的关系问

题.基于超曲面的分类方法与传统方法相比 ,如与

Parzen窗分类器相比[5 ] ,由于 HSC采用了局部化

策略 ,克服了 Parzen 窗在样本分布不均衡情况下 ,

若窗宽度较小所导致的分类区域过于零散 ,分类曲

面复杂 ,推广性差 ,以及窗宽度较大时 ,由于分类区

域融合过度所造成的分类误差大的问题.在 HSC

中由于采用局部化策略是对存在异类数据分布的同

一单元区域进行 ,因而这种方法是基于对数据分布

的感知来工作. Parzen窗分类器的窗宽度是可以通

过实验逐步择优的 ,但是一旦选定某个值 ,在整个分

类过程中就不再变化 ,这对于分布不均衡的样本分

类有明显的缺陷.但是初始的划分尺度 ,对 HSC的

分类精度是有影响的 ,研究有关这种影响的估计以

及提高精度的策略是重要的.划分尺度与极小样本

集之间的关系.在一定意义上来说同仿生模式识别

类似 , HSC将模式识别问题看成是模式的认识 ,而

不是分类划分 ,不是模式分类.因而 ,其数学模型与

传统模式识别的“最优分类”界面的概念大不相同.

划分尺度越小 HSC所得到的模型和训练样本的拓

扑结构的匹配程度就越高 ,误识率就越低 ,但这也将

导致据识率的提高、泛化能力的下降.但是无论采用

多大的划分尺度最终都会得到一个一致的分类模

型 ,区别在于其细化程度的不同.还要研究不同划分

尺度产生的极小样本集间有何不同 ,并比较它们之

间的性质.

再次 ,最优的 HSC覆盖问题.张铃、张钹教授

给出了 M2P神经元的几何意义 ,通过球面投影变换

将神经网络的最优设计问题转化为某种最优覆盖问

题.他们把神经元与几何上样本的球形邻域对应起

来.按照这种观点 , HSC可以看成神经元是由分类

超曲面构成的神经网络 ,分类超曲面的个数就是神

经元的个数.所不同的是 HSC的分类是靠样本围

绕数来计算得出的 ,而神经网络是通过修正权值后

加权计算获得.如何找到超曲面个数少分类性能好

的 HSC分类器是一个重要的问题 ,这也是一个最

优覆盖问题.

还有 , HSC的抽取规则问题.以往人们觉得神

经网络学习算法的分类过程不可理解 ,难以解释.这

样在 Gallant 提出了一个简单的算法来解释连接主

义专家系统所做的推理[33 ] .该算法通过产生规则来

解释神经网络如何为某个给定案例得出结论.其基

本思想就是从当前已知的信息集中选择一个能有效

地产生该结论的最小信息集合 ,也就是说 ,不管其他

未知输入分量的取值为多少 ,只要满足该最小信息

集合的取值要求就可以得出结论. Gallant 的这篇论

文开创了神经网络规则抽取这一领域 ,成为该领域

被引用最多的文献之一.在 Gallant 之后 ,陆续有一

些研究者对神经网络规则抽取进行了研究[34 - 40 ] .

1995年 ,Andrews等人 [43 ]为从神经网络抽取的规

则提出了一个评价体系 ,并提出了规则抽取算法的

分类体系.前者为不同规则抽取算法的比较提供了

标准 ,并对新算法的设计具有指导作用 ,后者使得对

规则抽取算法的系统化分析成为可能.这 2 个体系

为神经网络规则抽取这一领域的进一步发展奠定了

基础 ,因此 ,Andrews等人的这篇论文[43 ]被认为是

该领域的一个里程碑. HSC分类超曲面以链表方式

表达 ,已经实现了分类超曲面的可视化 ,但可视化并

不意味着数据可理解 ,这些链表包含了分类信息 ,这

些信息能否像神经网络规则抽取那样 ,从中抽出分

类规则是值得研究的问题.从分类超曲面中得到的分

类规则就是可以学习、可以理解、可以传播的知识了.

另外 , HSC在数据理解中的作用问题.理解数

据 ,即获得数据集合的不同简洁程度表示 ,已成为机

器学习研究的另一个重要研究方向.解决这个问题

的途径不能沿袭传统检验有效性的方法 ,即以检验

个别事例为基础 ,而需要寻找必要的数学理论.数据

理解包括人对数据的理解和机器对数据理解.人对

数据的理解 ,可以理解为借用符号机器学习的约简

与可解释的特性 ,将一本使用数据语言书写的书翻

译为人可理解的表示形式 ,从而丰富人的知识.这就

是数据挖掘的主要任务之一.计算机的数据理解就

是传统意义下的机器学习 ,分类超曲面可以看作数

据分布的一个包络 ,这是对数据理解的一个方面.另

一个方面的理解是数据分布的主曲线 ,主曲线相当

于数据分布的骨架 ,这两者结合将会得到对数据更

全面的理解.

另外 ,要研究 HSC学习算法的计算复杂性 ,包

括时间复杂性、空间复杂性、样本复杂性以及模型对

新问题的求解能力 ,或称为泛化能力.在数学上来

看 ,学习理论就是通过计算有限的随机样本获得数

据中包含的知识[44 - 45 ] .函数海量数据与学习精确度

(泛化能力)以及数据性质的多样性 (领域依赖)等要

求 ,需要考虑使用更多更复杂的数学理论 ,如函数逼

近论和宽度理论来揭示已有或正在发展的理论与方

法所存在的问题 ,及其对问题的适应性.

最后 ,极小样本集的性质以及与 PAC样本复杂

度的关系问题亟待研究.此外 PAC的样本复杂度理

论给出了有多少随机抽取训练样例才足以可能近似

正确 ( PAC)地学习到任意目标概念.通过 HSC得
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到极小样本集的方法给出了选择的训练样本 ,为了

使在其上学习得到的模型有很好的性能应满足的性

质 (包含某一极小样本集) .将从包含极小样本集这

个目标出发 ,在一定的限制条件下得到一个新的样

本集所包含实例个数的边界 ,并与 PAC的样本复杂

度理论进行比较.

3　结束语

总之 ,在基于覆盖的分类学习算法方面 ,基于覆

盖思想在最近 10年相继提出过一些很有价值的分

类学习方法和理论分析 ,但是 , 大量的理论问题尚

未解决. HSC学习算法作为一种覆盖分类算法 ,其

性能提高以及计算复杂性、泛化能力等理论问题值

得深入研究.
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《可拓工程》简介
Introduction to Extensional Engineering

可拓工程的基本思想是用形式化的方法处理各领域中的矛盾问题 ,研究如何化不相容为相容、化对立为

共存、化不是为是.

把理论应用于各个实际领域的关键在于方法.为了更多的学者能运用可拓学的基本理论去处理所在领

域的矛盾问题 ,我们总结了多年来的研究工作 ,从可拓学的基本原理出发 ,完善和发展了可拓方法 ,它是可拓

论应用于实际的桥梁.把可拓方法与各实际领域相结合 ,去解决其中的矛盾问题的方法 ,统称为可拓工程方

法.本书系统地阐述了可拓工程的理论基础、方法体系和应用领域 ,并给出可拓工程方法的应用案例.

为便于读者学习 ,本书第一章简要介绍可拓学的概况 ,包括可拓学的研究概况与发展历程、可拓学的理

论框架、可拓学的方法论体系、研究可拓学的科学意义和可拓工程研究现状 ;第二章介绍可拓工程的理论基

础———可拓论 ,包括基元的概念、拓展分析原理、共轭分析原理、可拓变换、复合元、可拓集、关联函数和可拓

逻辑简介 ;第三章介绍可拓工程的方法基础———可拓方法 ,包括拓展分析方法、可拓变换方法、共轭分析与共

轭变换方法、可拓集方法、优度评价方法和可拓思维模式 ;第四章介绍矛盾问题的求解方法 ,包括矛盾问题的

界定及其可拓模型、矛盾问题的运算、拓展与变换、不相容问题的求解方法———可拓策略生成方法、对立问题

的求解方法———转换桥方法和矛盾问题智能化处理的初步研究 ;第五章介绍可拓工程方法与技术 ,包括可拓

信息 - 知识 - 策略的形式化体系、可拓策略生成系统的实用技术、可拓数据挖掘方法、可拓营销方法、可拓策

划方法、可拓设计方法、可拓控制与可拓检测方法简介和可拓方法在识别、搜索、诊断中的应用.各部分内容

都以若干案例来帮助读者理解可拓学的基本方法和可能的应用.我们期望高等院校和科研单位的教学科研

人员能将这些方法与自己的研究领域相结合 ,提出更多适合于各专业的可拓工程方法.

本书是作者承接和参加的国家自然科学基金项目和广东省自然科学基金项目的有关研究成果的总结 ,

作者冀求以此拙作作为引玉之砖 ,以使更多领域的学者利用可拓工程方法去处理所在领域的矛盾问题 ,同

时 ,也希望这本书能成为可拓学通向应用之路的桥梁.本书理论与应用相结合 ,分析透彻 ,可操作性强.为方

便不同知识背景和不同层次读者的学习 ,各部分内容都配备一些通俗易懂的案例 ,适合高等院校从事管理科

学与工程、智能科学、信息科学、计算机、设计等领域的师生、工程技术人员和管理决策人员阅读 ,特别适合作

为高等院校相关专业本科、硕士、博士生的选修课教材.

本书是“可拓学丛书”之一 ,由杨春燕研究员和蔡文研究员共同撰写 ,全书约 35 万字 ,科学出版社于

2007年 7月出版.
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