
第 1 卷第 1 期 　　　 　　　　 　　　　　　　智 　能 　系 　统 　学　报 　　　　 　　　　 　 　 　　Vol. 1 №. 1

2006 年 3 月 　　　　　　　 　 　　CAA I Transactions on Intelligent Systems 　　　　　　　　　　　Mar. 2006

流形学习概述
徐 　蓉 ,姜 　峰 ,姚鸿勋

(哈尔滨工业大学 计算机科学与技术学院 ,黑龙江 哈尔滨 150001)

摘 　要 :流形学习是一种新的非监督学习方法 ,近年来引起越来越多机器学习和认知科学工作者的重视. 为了加深

对流形学习的认识和理解 ,该文由流形学习的拓扑学概念入手 ,追溯它的发展过程. 在明确流形学习的不同表示方

法后 ,针对几种主要的流形算法 ,分析它们各自的优势和不足 ,然后分别引用 Isomap 和 LL E 的应用示例. 结果表明 ,

流形学习较之于传统的线性降维方法 ,能够有效地发现非线性高维数据的本质维数 ,利于进行维数约简和数据分

析. 最后对流形学习未来的研究方向做出展望 ,以期进一步拓展流形学习的应用领域.
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Abstract :As a new unsupervised learning met hod , manifold learning is capt uring increasing interest s of re2
searchers in the field of machine learning and cognitive sciences. To understand manifold learning bet ter ,

t he topology concept of manifold learning was presented firstly , and t hen it s develop ment history was

t raced. Based on different rep resentations of manifold , several major algorit hms were int roduced , whose

advantages and defect s were pointed out respectively. Af ter that , two kinds of typical applications of Iso2
map and LL E were indicated. The result s show that compared wit h t raditional linear method , manifold

learning can discover t he int rinsic dimensions of nonlinear high2dimensional data effectively , helping re2
searchers to reduce dimensionality and analyze data bet ter . Finally t he p rospect of manifold learning was

discussed , so as to extend t he application area of manifold learning.
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　　随着信息时代的到来 ,科研工作者在研究过程

中不可避免地会遇到大量的高维数据 ,如全球气候

模型、人类基因分布、文本聚类中的词频等 ,所以经

常会面临维数约简的问题 ,维数约简的目的是要找

出隐藏在高维数据中的低维结构. 人脑也面临着同

样的问题 :人脑在每天的感知活动中要从 3 万个听

觉神经的输入和 1 万个视觉神经的输入中抽取出有

意义的信息.

从几何的观点来看 ,维数约简可以看成是挖掘

嵌入在高维数据中的低维线性或非线性流形. 这种

嵌入保留了原始数据的几何特性 ,即在高维空间中

靠近的点在嵌入空间中也相互靠近.

现有的维数约简方法中 ,独立分量分析[1 ] 、主成

分分析[ 2 ]对具有线性结构的数据集处理效果很好 ,

而小波、傅里叶变换、Had2mard 变换处理图像[3 ] 的

结果也是令人满意的. 然而 ,独立分量分析假定数据

集由内在多个信源产生的信号叠加而成 ,根据信息

论最小化互信息来获得数据的线性结构 ,分析中忽

略了数据在观测空间的全局与局部性质. 主成分分

析寻找数据二阶统计性质来发现数据集的线性结

构 ,但对于高度非线性分布的数据集并不能找到真

正的分布结构. 傅里叶变换本质上是将数据集变换

到频域进行约简 ,小波变换增加了时域信息 ,但它们

缺乏几何上的直观解释. 因此 ,基于数据分布的内在



维数来分析数据是机器学习和多元数据分析的重要

研究方向 ,流形学习方法提供了一种新的研究途径.

流形学习旨在发现高维数据集分布的内在规律

性 ,其基本思想是 :高维观测空间中的点由少数独立

变量的共同作用在观测空间张成一个流形 ,如果能

有效地展开观测空间卷曲的流形或发现内在的主要

变量 ,就可以对该数据集进行降维.

1 　流形和流形学习

拓扑学最基本的研究对象是拓扑空间. 所谓拓

扑空间就是一个集合 ,上面赋予了拓扑结构 ,拓扑空

间之间可以定义连续映射. 设 X、Y 是 2 个拓扑空

间 , f : X →Y 是 1 个连续映射 ,如果 f 有逆映射 ,而

且逆映射也是连续的 , 那么就说 f 是一个同胚映

射 ,并且说 X 与 Y 同胚. 比如 ,不同大小的 2 个球面

就是同胚的 ,它们跟凸多面体的表面也是同胚的. 从

根本上说 ,拓扑学就是研究几何体在同胚映射下的

不变性质的一个数学分支.

拓扑空间 M 在满足以下条件时 ,称 M 为 m 维

流形 ,即 :

1) M 为豪斯多夫空间. 豪斯多夫空间是数学拓

扑学中的一个分离空间 ,满足分离定理 :对于拓扑空

间 M 中任意 2 个不同的点 x 和 y ,存在 x 的邻域 U

和 y 的邻域 V ,满足 U ∩V = <.

2) 对于任意一点 p ∈M ,存在包含 p 的 m 维坐

标邻域 (U ,φ) ,坐标邻域是拓扑空间中的开集与其

在欧几里德空间中的映射φ的有序对.

流形是拓扑学中的概念 ,其表示一个局部处为

欧几里德的拓扑空间. 局部欧几里德特性意味着对

于空间上任一点都有一个邻域 ,在这个邻域中的拓

扑与 Rm 空间中的开放单位圆相同 , Rm 表示 m 维欧

式空间. 也就是说 ,流形是一个局部可坐标化的拓扑

空间 ,从拓扑空间的一个开集 (邻域) 到欧氏空间的

开子集的同胚映射 ,使得每个局部可坐标化. 它的本

质是分段线性处理 ,计算时要考虑开集和同胚映射

的选择问题.

有了对流形的定义 ,就可以形式化地概括流形

学习这一维数约简过程 :

假设数据是均匀采样于一个高维欧氏空间中的

低维流形 ,流形学习就是从高维采样数据中恢复低

维流形结构 , 即找到高维空间中的低维流形 ,并求

出相应的嵌入映射 ,以实现维数约简或者数据可视

化. 它是从观测到的现象中去寻找事物的本质 ,找到

产生数据的内在规律.

用数学语言可以这样描述 , 令 Y < R d 且 f :

Y →RD是一个光滑的嵌套 , D > d. 流形学习的目标

是基于 RD 上的一个给定被观测数据集合{ x i }去恢

复 Y 与 f . 在 Y 中隐藏的数据{ y i }被随机地产生 ,然

后被 f 映射到观测空间 ,使得{ x i = f ( y i ) } .

2 　流形学习的产生与发展

20 世纪 80 年代末期 ,在 PAMI 上就已经有流

形模式识别的说法. 2000 年 ,美国《Science》上发表

3 篇论文[4 - 6 ] ,从认知上讨论了流形学习 ,并使用了

manifold learning 的术语 ,强调认知过程的整体性.

王守觉提出自然界中同类事物全体的连续性规

律[7 ] ,即同类中的 2 个不同个体之间总是存在一个

渐变的过程 ,且这个渐变过程中间的各事物都是属

于同一类的 ,它也是量变引起质变这一哲学思想的

体现 ;认知科学家认为同一事物在随着时间、空间等

因素连续发生变化时形成了一个低维的流形 ,并且

人的强大的认知能力正是基于对这一稳定状态流形

的视觉记忆的[4 ] . 在 2 者基础上 ,假定事物本身所在

空间里离得近的物体具有相同的类别属性就更为合

理 ,因为不同的特征提取方法会造成在表示空间或

者特征空间中离得很近的 2 个样本并不一定是在事

物空间本身中离得很近.

机器学习的一个大目标是要从数据中学习其相

关的规律性. 因此 ,近年来流形学习在机器学习领域

成为一个新的热点问题 ,它试图把人的认知流形规

律引入到机器学习研究中 ,使机器能更有效地进行

学习. 流形学习的本质是当采样数据所在的空间为

一低维光滑流形时 ,要从采样数据学习出低维流形

的内在几何结构或者内在规律. 这就意味着流形学

习比传统的维数约简方法更能体现事物的本质 ,更

利于对数据的理解和进一步处理 ,进而更好地解决

一些以前在机器学习领域完成得不好或者无法解决

的问题.

近年来 ,流形学习领域产生了大量的研究成

果[8 ] . LL E[6 ]和 Isomap [5 ]是 2 种有代表性的非线性

降维方法. Roweis 和 Saul 提出的 LL E 算法能够实

现高维输入数据点映射到一个全局低维坐标系 ,同

时保留了邻接点之间的关系 ,这样固有的几何结构

就能够得到保留. 此算法不仅能够有效地发现数据

的非线性结构 ,同时还具有平移、旋转等不变特性.

Tenenbaum 等人提出的 Isomap 算法首先使用最近

邻图中的最短路径得到近似的测地线距离 ,代替不

能表示内在流形结构的 Euclidean 距离 ,然后输入

到多维尺度分析 (MDS) 中处理 ,进而发现嵌入在高

维空间的低维坐标. 在人脸和手势的实验中 , Iso2
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map 发现了存在于高维空间中的潜在低维参数空

间. Donoho 等人利用人工合成的数据用 Isomap 算

法进行测试实验 ,实验结果表明 , Isomap 能够准确

地发现图像流形潜在的参数空间 ,并在自然图像 (人

脸图像)中不同姿态和亮度等潜在的未知参数下也

可得到较好的结果. Donoho 等人还拓展了 LL E 算

法 ,提出 HLL E 算法 ,能够发现流形上局部的潜在

等距映射参数. 张长水等人[9 ]在 LL E 的基础上提出

一种从低维嵌入空间向高维空间映射的方法 ,并在

多姿态人脸图像的重构实验中得到有效的验证 ,进

一步完善了非线性降维方法. 由于已有的流形学习

算法对噪音和算法参数都比较敏感 ,詹德川、周志

华[10 ]针对 Isomap 算法 ,提出了一种新方法 ,通过引

入集成学习技术 ,扩大了可以产生有效可视化结果

的输入参数范围 ,并且降低了对噪音的敏感性. 另

外 ,赵连伟[ 11 ]等人完善了 Isomap 的理论基础 ,给出

了连续流形与其低维参数空间等距映射的存在性证

明 ,并区分了嵌入空间维数、高维数据的固有维数与

流形维数这些容易混淆的概念 ,证明如果高维数据

空间存在环状流形 ,流形维数则要小于嵌入空间维

数. 他们还给出一种有效的环状流形发现算法 ,以得

到正确的低维参数空间. 特别地 ,周志华等[12 ] 提出

了一种方法 ,可以从放大因子和延伸方向两方面显

示出观测空间的高维数据与降维后的低维数据之间

的联系 ,并实验比较了 2 种著名流形学习算法 ( Iso2
map 和 LL E) 的性能.

目前 ,大部分流形学习算法都是用于非线性维

数约简或数据可视化的 ,如等距映射算法[6 ] ( Iso2
map) ,局部线性嵌入算法[ 7 ] (LL E) ,拉普拉斯特征

映射算法[13 ] (laplacian eigenmap) ,局部切空间排列

算法[ 14 ] (L TSA) 等等 ,并且已经在图像处理如人脸

图像、手写数字图像、语言处理方面取得了较好的效

果. 而切空间距离 ( tangent distance) 分类器算法[ 15 ]

则将流形学习思想引入到监督学习中用于模式识

别 ,并在 MN IST 手写数字数据集上效果显著. 但它

在求切距离时假设已知对样本原型点进行的各种变

换操作 ,这就需要很强的领域知识和对数据集本身

结构的清楚认识. 而对于机器学习研究者来说 ,这 2

个条件都是较难具备的 ,所以在这方面的应用中取

得的成果有限.

3 　流形学习的分类和主要算法

311 　流形学习的分类

　　按照对低维流形或嵌入映射的不同约束或限

制方式 ,流形学习可以大致划分为 4 类[16 ] :

1) 投影法 :寻找通过数据内部的主表面 ,比如

主曲线法[17 - 18 ] (p rincipal curves) . 但由于几何直

觉 ,这种方法很难将弧长参数这样的全局变量推广

到高维空间.

2) 生成法 :采用生成拓扑模型[19 - 21 ] . 假定观测

数据是从均匀分布在低维的隐结点中生成的 ,然后

对观测空间和隐空间建立映射关系. 但是由于所用

期望最大化算法本身的缺陷 ,生成模型容易陷入局

部最小并且收敛速度较慢.

3) 嵌入法 :分为全局嵌入法和局部嵌入法. Iso2
map [ 6 ]就是全局嵌入法 ,假设在观察空间与仿射变

换下的本质嵌入空间中等容特征能够得以保留.

LL E[7 ]和 Laplacian 特征映射[13 ] 则侧重于保证局部

邻域结构. 全局嵌入法的优点在于能够更忠实地表

达数据的全局结构 ,易于从理论角度理解度量的保

留. 而局部嵌入法拥有 2 方面的优势 :计算量上的优

势 ,只包含多项式数量级的稀疏矩阵运算 ;良好的表

达能力 ,即全局结构为非欧式空间的情况下 ,局部几

何结构接近于欧式空间.

4) 公有信息法 :将公有信息作为观察空间与嵌

入空间概率分布差异度的衡量. 典型的算法应用是

随机最近邻法 SN E[22 ]和流形制图[23 ] .

312 　流形学习的主要算法

Isomap 方法和 LL E 方法作为流形学习的突出

代表 ,以其各自的优势引起了众多理论和应用上的

关注 ,2 种算法的主要假设是 :数据在观测空间中的

距离关系仅在局部可使用欧氏度量. 拉普拉斯特征

映射与 LL E 方法都是局部嵌入法 ,是以把高维空间

中离得很近的点映射到低维空间中也离得很近为目

的 ,利用图拉普拉斯算子的性质进行求解的一种流

形学习算法. L TSA 是一种新的流形算法 ,它假定样

本集采样于某个参数流形且含有噪声的无序数据点

集 ,然后用近似的局部切空间来表示样本点所在流

形的局部几何.

31211 　Isomap 方法

Isomap 算法建立在多维尺度变换[ 24 ] (MDS) 的

基础上 ,力求保持数据点的内在几何性质 , 即保持 2

点间的测地距离. 如图 1 所示 , (a) 中样本分布于

swiss - roll 上 ,两点间的欧式距离 (虚线) 不能表征

2 点的实际距离 ,分布于流形面上的曲线是 2 点的

测地线距离. 流形未知时可以通过最短路径算法对

邻域内的距离进行接近似地重构两点间的测地线距

离 ,见图 1 (b) . (c) 是 Isomap 降维后 2 点和 2 条路

径 (测地线和短程拼接)的投影结果.

Isomap 算法的关键是利用样本向量之间的欧
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图 1 　Isomap 的基本思想

Fig. 1 　The basic idea of Isomap

式距离 dx ( i , j) 计算出样本之间的测地距离 dc ( i ,

j) ,真实地再现高维数据内在的非线性几何结构. 然

后使用经典 MDS 算法构造一个新的 d 维空间 Y ( d

是降维后空间的维数) ,最大限度地保持样本之间的

欧式距离 dY ( i , j) 与 dc ( i , j) 误差最小 ,以达到降维

的目的 ,算法描述见图 2 .

输入 :输入样本 X = { x1 , x2 , ⋯, x n ∈R N } ,样本本真维数 d ,邻域

参数 k(ε邻域) ;

输出 :低维嵌入 Y = { y1 , y2 , ⋯, y n ∈R d}

算法 :计算每个点 x i 的近邻点 ( k 邻域) ,1 ≤i ≤n;

/ 3 构造近邻图 3 / ∞若两点 x i , x j 互为近邻点 ,则相应的边

值设为欧式距离 d x ( i , j) ,否则为∞;

/ 3 求得最短路径矩阵 DG = { dG ( i , j) } 3 /

计算任意 2 点 x i 、x j 间的最短路径 d G ( i , j) ;

/ 3 用 MDS 求低维嵌入流形 3 /

S = ( S ij ) = ( D2
ij ) , H = ( Hij ) = (δij - 1/ N) ,τ( D) = - HS H/ 2 ,

低维嵌入是τ( D) 最小的第 2 个到第 d + 1 个特征值对应的特征

向量.

图 2 　Isomap 算法

Fig. 2 　The algorithm of Isomap

Isomap 是一种非线性的学习方法 ,它适用于学

习内部平坦的低维流形 ,但不适于学习有较大内在

曲率的流形. 它的算法中需要确定 2 个参数 :1 个是

邻域的大小 ,1 个是降维的维数. 在噪声干扰下 , Iso2
map 用于可视化会有不稳定现象 ,取较大的邻域会

产生短路现象 ,即低维流形中不同邻域部分的点投

影后出现明显的混杂现象. 选取较小的邻域 ,虽然能

够保证整体结构的稳定 ,但低维投影结果会产生大

量“空洞”,或使最短路径算法重构的图不连通. 降维

维数的确定通常是在本质维数未知的情况下进行

的 ,经多次实验绘制残差曲线观察得到. Isomap 算

法计算图上 2 点间的最短距离可采用 Dijkst ra 算

法 ,但执行起来仍然比较慢.

31212 　LL E 方法

LL E 算法认为在局部意义下 ,数据的结构是线

性的 ,或者说局部意义下的点在一个超平面上 ,因此

任取一点 ,可以使用它的邻近点的线性组合来表示.

图 3 中 (b)的 3 维数据由 (a)中的 2 维流形中采样而

来 ,彩色带表明了 LL E 映射处理后保留的邻域带情

况. (b)与 (c)中用黑线圈出了单个点的邻域部分. 该

文在图 4 中给出了 LL E 的算法描述.

图 3 　LL E 的基本思想

Fig. 3 　The basic idea of LL E

输入 :输入样本 X = { x1 , x2 , ⋯, x n ∈R N } ,样本本真维数 d ,邻域

参数 k(ε邻域) ;

输出 :低维嵌入 Y = { y1 , y2 , ⋯, y n ∈R d}

算法 :计算每个点 x i 的近邻点 ( k 邻域) ,1 ≤i ≤n;

/ 3 求解权值矩阵 3 /

若 x i , x j 不是近邻点 ,则 w ij = 0 且 ∑j w ij = 1 ,

用最 小 二 乘 法 最 小 化 重 构 成 本 函 数 g( w) =

∑
i

xi - ∑j w ij x j
2

,

解得 w ij = ∑kG i- 1
jk / ∑lm G i- 1

lm ,

其中 Gi
jk = ( xi =ηj) ( xi - ηk) ,ηj 和ηk 是 x i 的近邻点 ;

/ 3 权值矩阵 W = { w ij }不变 3 /

最小化嵌入成本函数Φ( Y) = ∑
i

Yi - ∑j w ij Yj
2

,使低

维重构误差最小 ,

M = (1 - W) T (1 - W) ,低维嵌入是 M 最小的第 2 个到第

d + 1个特征向量.

图 4 　LL E 算法的描述

Fig. 4 　The algorithm of LL E
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LL E 算法可以学习任意维的局部线性的低维

流形 ,和 Isomap 方法一样只有 2 个待定系数 k 和

d . 同时由重构成本函数最小化得到的最优权值遵

循对称特性 ,每个点的近邻权值在平移、旋转、伸缩

变换下是保持不变的. LL E 算法有解析的全局最优

解 ,不需迭代 ,低维嵌入的计算归结为稀疏矩阵特征

值的计算 ,这样计算复杂度相对较小.

然而 ,LL E 算法要求所学习的流形只能是不闭

合的且在局部是线性的 ,还要求样本在流形上是稠

密采样的. 另外 ,该算法的参数选择不确定 ,对样本

中的噪音很敏感.

31213 　拉普拉斯映射法

拉普拉斯映射的基本思想是在高维空间中离得

很近的点投影到低维空间中的像也应该离得很近 ,

最终求解归结到图拉普拉斯算子的广义特征值问题

(算法描述见图 5) .

输入 :输入样本 X = { x1 , x2 , ⋯, x n ∈R N } ,样本本真维数 d ,邻域

参数 k(ε邻域) ;

输出 :低维嵌入 Y = { y1 , y2 , ⋯, y n ∈R d}

算法 :计算每个点 x i 的近邻点 ( k 邻域) ,1 ≤i ≤n;

/ 3 构造近邻图 3 /

给每条边赋予权值 w ij ,如果两个点 x i , x j 不相邻 ,权值为

0 ,否则 w ij = 1 ;

/ 3 计算图拉普拉斯算子的广义特征向量 ,求得低维嵌入

3 /

D 为对角矩阵 ,且 D ij = ∑j w ji , L = D - W , L 是近邻图上

的拉普拉斯算子 ,

求解广义特征值问题 , L f =λD f .

图 5 　拉普拉斯特征映射的算法描述

Fig. 5 　The algorithm of Laplacian eigenmaps

拉普拉斯映射法是局部的非线性方法 ,其突出

特点是与谱图理论有着很紧密的联系. 从算法描述

中可以看到 ,拉普拉斯映射和 LL E 算法类似 ,待定

参数相同 ,求解的是稀疏矩阵的广义特征值问题 ,它

能使输入空间中离得很近的点在低维空间也离得很

近 ,故可用于聚类.

31214 　局部切空间排列法

局部切空间排列算法 ( local tangent space a2
lignment ,L TSA)是一种基于切空间的流形学习算

法 ,通过逼近每一样本点的切空间来构建低维流形

的局部几何 ,然后利用局部切空间排列求出整体低

维嵌入坐标.

Min 等人证明了局部切空间可以用局部样本

协方差矩阵的特征向量来表示[25 ] ,因此可以把求取

表示局部信息的样本点在局部切空间中的投影坐标

的问题转换为局部主成分分析问题. L TSA 用 K -

近邻求出每一个样本点的局部散布矩阵 ,对其进行

特征值分解 ,求出局部主成分 ,通过向主成分投影得

到样本点的低维局部坐标. 算法进一步假定样本点

的低维整体嵌入坐标可以由局部坐标经过一些变换

得到 ,具体为平移、旋转、伸缩变换. 最后 ,经过一系

列数学推导 ,L TSA 把求解整体嵌入坐标问题转换

为矩阵的特征值问题.

L TSA 是一种新的流形学习算法 ,能够有效地

学习体现数据集低维流形结构的整体嵌入坐标 ,但

它也存在两方面的不足 :一方面算法中用于特征值

分解的矩阵的阶数等于样本数 ,样本集较大时将无

法处理 ;另一方面算法不能有效处理新来的样本点.

一种基于划分的局部切空间排列算法[26 ] 被提出以

改善这些缺点 ,它建立在向量量化主成分分析算法

和 L TSA 算法的基础上 ,解决了向量量化主成分分

析算法不能求出整体低维坐标和 L TSA 中大规模

矩阵的特征值分解问题 ,且实验证明能够有效处理

新来的样本点.

4 　应用举例

411 　Isomap 算法在医学数据处理中的一个应用

　　医学研究中的数据往往是非线性的高维数据 ,

传统降维和聚类方法由于自身局限性 ,使得一些本

质维数较低的高维数据无法投影到较低的观察空间

去. Isomap 方法提供了这样一个平台来获得低维流

形 ,便于人们进行可视化操作.

乳腺癌是临床上比较常见的一种癌症 ,特别是

女性患者比较多. 区分乳腺癌的良性肿瘤和恶性肿

瘤在临床上具有很重要的意义. 以下是对乳腺癌病

理数据的处理结果 ,并且和传统的 PCA 方法进行了

比较 ,可见 Isomap 方法有更好的降维能力[27 ] .

定义残差 ed 来衡量降维的误差 ,以确定降维的

维数 d ,定义残差如下式 :

ed = 1 - R2 ( DG , DY ) .

式中 : DY 是 d 维空间中的欧式距离矩阵 , DG 是最短

路径矩阵 , R2 代表相关系数.

一般来说 ,降维的维数 d 越大 ,残差越小. 确定

d 有 2 种情况 ,一是残差曲线出现拐点 ,二是残差小

于一定的阈值.

图 6 是邻域 k = 7 的情况下构造近邻图后获得

的残差曲线 ,可见在维数是 3 时有拐点出现 ,并且残

差的绝对值小于 0105.

图 7 (a)是 PCA 前 3 维的投影结果 ,2 类样本在

空间中有很大的重叠 ;而图 7 (b) 中良性肿瘤和恶性
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肿瘤得以良好的分开 ,很直观地看到数据分布的特

性. 同时通过统计样本的类内距离发现 , Isomap 的

效果也很明显 : Isomap 投影后 ,良性和恶性肿瘤的

类内距离分别是 :01105 4 和 01330 1 ,而 PCA 投影

得到的类内距离则是 :01321 5 和 01381 2.

图 6 　乳腺癌数据的残差曲线

Fig. 6 　The variance f raction curve of breast cancer data

图 7 　处理结果

Fig. 7 　The results

412 　LL E 算法在人脸图像处理中的一个应用

图 8 中的例子是嵌入在一个具有较高维数空间

中的 2 维流形. 样本产生的过程是 :在具有较大随机

噪声的背景中平移单个人脸的图像. 样本之间的噪

声是不相关的 ,人脸质心参数化的 2 维流形描述了

结果图像唯一的一致性结构. LL E 的输入是 961 幅

灰度图像 ,每幅图像包含一张大小为 28 ×20 的人

脸 ,其添加在 59 ×51 的噪音背景中. 因此 ,进行可视

化操作之前 ,平移人脸的图像是处于用像素坐标值

表示的非线性高维 (3 009) 空间中. 图 8 的下面部分

是 LL E 发现的前两维分量 ,每个数据点采用 4 个近

邻点. 作为对比 ,上面的部分显示了 PCA 发现的前

两维分量. 显而易见 ,LL E 更好地表达了此例中的

流形结构. LL E 把人脸居于边角位置的图像映射到

二维嵌入空间的边角位置 ,而 PCA 却不能保留这些

邻域结构.

图 8 　投影结果 : PCA 结果 (上)和 LL E 结果 (下)

Fig. 8 　The result s of PCA (top) and LL E(bottom)

5 　未来研究方向

LL E , Isomap , Laplacian Eigenmap 之所以有

效 ,是因为它们既是非参数的方法 ,又是非线性的方

法 ,这意味着无需对流形作很多参数假设 ,就能真实

再现数据的内在维数和聚类特性. 它们的求解简单 ,

都转化为求解特征值问题 ,而不需要用迭代算法.

L TSA 方法是对非线性空间的局部线性信息的全局

整合 ,局部应用 PCA 方法 ,其优化问题也等价地转

化为一个导致特征值解法的简单问题.

目前已有的流形算法对噪声和算法参数都比较

敏感 ,噪声的存在使得输入参数更加难以选择 ,参数

较小的变化会导致差异显著的学习结果. 因此 ,提高

流形学习的抗噪性成为亟待解决的问题. 希望通过

将流形算法与已有的成熟机器学习方法相结合 ,研

究各种噪声模型对流形学习的影响方式和影响度 ,

来对这个问题的解决提供帮助.

流形学习作为一种可视化手段 ,自然需要某种

可视化效果的度量 ,比如坐标相关性[10 ] . 坐标相关
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性不仅关注投影后样本间的距离信息 ,同时考虑了

样本投影后的位置信息. 但它的作用对象一般集中

在本真结构已知的数据集 ,研究开发更广泛意义上

的度量可视化效果的方法也可以成为一个努力的方

向.

可以考虑形成一整套的流形学习机制 ,首先应

该知道嵌入空间的维数 ,也就是说 ,对给定的非线性

高维数据集 ,首先有效判断其是否存在流形 ,然后估

计固有维数和潜在空间维数 ,为流形学习确定降维

维数提供有效的参数 ,避免为了得到残差与维数的

关系进行多次实验造成的不必要开销以及综合判断

时的主观误差. 在流形学习的主要处理完成后 ,制定

指标衡量观测空间的高维数据与降维后低维数据间

的定量关系 ,这样利于对数据规律的深入探索 ,可直

观比较不同流形算法的降维效果 ,放大因子和延伸

方向已经证明是有效的 2 个指标[12 ] .

能否在得出同胚映射的前提下进行流形学习的

互逆过程 ,在本质维数空间生成有效数据后 ,向高维

空间投影合成新的训练数据 ,或者利用同胚映射关

系判断高维空间合成数据的有效性和完备性 ,解决

训练样本稀疏的问题. 另外 ,对已经获得本质维数的

数据集 ,如何确定各个独立自由度的具体意义 ,便于

对应用的实践指导 ,同样需要思考.

流形学习提供了一种基于人类强大认知能力模

型的工具 ,然而现实世界的情况依旧是复杂的、多变

的 ,Richard Souvenir 和 Robert Pless 就提出了流

形学习应用范围扩展的新问题 ,即多个交叉流形的

分类和参数化. 图 9 (a)既可以嵌入到一个最小误差

意义下的二维流形中 ,又可以嵌入为 2 个一维流形 ;

(b)则由 2 个不同维数的分流形组成. 当流形出现重

叠现象的时候 ,先前的 Isomap ,LL E 方法将会失效.

图 9 　交叉流形

Fig. 9 　Intersecting manifold

针对这一问题 ,提出 2 种技术解决方案 :节点加

权的 MDS ,对秩 - 1 矩阵的低秩矩阵近似的快速算

法 ,并且通过一个具有混合拓扑结构和维数的交叉

流形以及人体运动捕捉数据的实例展示了该方法的

应用.

6 　结束语

流形学习的过程是有章可循的 ,首先对嵌入映

射或者低维流形做出某种特定的假设 , 或者以保持

高维数据的某种性质不变为目标 ,然后将问题转化

为求解优化问题并且提供有效算法的支持.

尽管流形学习的算法和应用在过去的几年中已

经取得了丰硕的成果 ,但由于其数学理论基础较为

复杂 ,以及多学科间的交叉、融合 ,对高维数据中有

意义的低维结构的研究依然有很多值得进一步探讨

的问题. 这同时也意味着流形学习具有广阔的发展

空间 ,既是机遇又是挑战 ,会促进新思路的产生.
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